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带有随机丢包的最优控制中Riccati方程解存在的条件

肖 俊 1 徐红兵 1 祝 颖 1

摘 要 讨论了带有随机丢包的最优控制. 在传感器网络中，控制器与被控对象通过不可靠无线网络通信，因此代数 Riccati

方程由于通信链路的随机丢包产生了新的参数. 证明了当丢包率大于一临界值时，此 Riccati方程的解不存在. 通过解线性矩

阵不等式，得到了这一临界值.
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Solvability Conditions for Riccati Equations of Optimal Control with

Random Packet Losses

XIAO Jun1 XU Hong-Bing1 ZHU Ying1

Abstract Optimal control design with random packet losses is presented in this paper. In a large multihop sensor

network, the controllers and the plants usually communicate via unreliable wireless channels, and the algebraic Riccati

equation is modified because of the random packet losses. We show that the optimal control policy does not exist when

the packet dropping rate is greater than a critical value. This critical value is obtained by solving linear matrix inequality.
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1 引言

近年来无线传感器网络 (Wireless sensor net-
works, WSN)[1] 技术的迅速发展，促使我们考虑在
通信线路无法保障的情况下如何设计控制系统. 在
这一环境中，控制系统的各个组成部分 (被控对象，
传感器，估计器，控制器)彼此在空间上隔离开，通
过非同步的传感器节点来进行远距离通信. 无线通
信线路的脆弱性导致在这一网络中存在显著的随机

丢包和时延. 在实时控制系统中，时延和丢包有可
能引起控制指标的恶化，甚至使系统脱离稳定状态.
传统的控制理论假设通信是实时的，即测量数

据能在需要时到达观测器，控制命令能完整地到达

被控对象. 但在无线传感器网络环境中，尤其在其应
用于军事目的时，通常无法保证测量数据和控制命

令的即时性和完整性[1]. 因此，基于传统控制理论的
原有方法无法直接应用于这种环境中. 在设计和分
析控制系统时，必须明确考虑通信因素的影响.
依据分离原理，在线性二次型高斯 (Linear

quadratic Gaussian, LQG) 控制中，估计器和控
制器可以分开设计. 文献 [2∼7] 研究了间断观测条
件下估计器的设计. 在估计器可以准确估计被控对
象状态的假设下，文献 [8∼10]研究了控制命令存在
随机丢包和时延情况下控制器的设计.
本文采用与文献 [9] 相同的模型来讨论带有随
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机丢包的最优控制问题. 对于代数 Riccati方程，给
出了其收敛特性. 同时论证了临界丢包率的存在，
指出文献 [9] 的结论只是本文结论的一个特例.

2 系统模型建立

考虑如下线性时不变离散系统

xxxk+1 = Axxxk + Buuuk + wwwk

yyyk = Cxxxk + vvvk k = 0, 1, . . . , N − 1
(1)

最优指标为

E
k=0,...,N−1

(
xxx′NQNxxxN +

N−1X

k=0

(xxx′kQkxxxk + uuu′kRkuuuk)

)

其中 xxxk 和 uuuk 分别是 n 维和 m 维向量, A, B, C,
Qk, Rk 给定并有其相应的维数, QN ≥ 0, Qk ≥ 0,
Rk > 0. 在本文中, 约定 P ≥ 0(P > 0)表示非负定
矩阵 (正定矩阵). wwwk 是系统扰动量, vvvk 是测量噪声.
wwwk 和 vvvk 均是独立的高斯白噪声. 这是一个标准的
最优控制问题, 很容易通过递推得到其解, 这里不再
赘述. 我们仅列出其中的代数 Riccati方程 [11]：

Kk =A′Kk+1A + Qk−
A′Kk+1B

`
B′Kk+1B + Rk

´−1
B′Kk+1A

(2)

如果 Q 和 R 为时不变距阵, (A,B) 可控,(
A,Q1/2

)
可观, 对于任何半正定对称初始矩阵KN，

方程 (2)有稳态解.
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图 1 无线传感器网络环境中的控制系统

Fig. 1 Control system via sensor networks

现考虑图 1 所示的情况. 从控制器发出的命
令通过无线传感器网络传递给被控对象. 引言中已
经提到, 这个过程中可能会存在显著的随机丢包和
时延. 从控制理论的观点来看, 大时延相当于丢
包. 因此在本文中, 仅讨论随机丢包而不考虑随机
时延的影响以避免问题过于复杂. 同时, 仅考虑从
控制器/观测器到被控对象之间存在随机丢包, 没
有考虑从被控对象到控制器/观测器之间的随机丢
包. 这两条通信线路从本质上来说是相同的, 但若
同时考虑这两者的随机丢包会使问题极大的复杂化,
超出了本文关注的范围, 我们将在后续的研究中尝
试解决这一难题. 定义二元随机变量 θk 来表示在

时间 k 控制命令是否传递给了被控对象. 如果被控
对象收到了控制命令, θk = 1, 否则 θk = 0；如果
k 6= s，θk 与 θs 相互独立. 同时定义概率分布函数
pθk

(θk = 1) = α. 使用与文献 [9] 相同的方法，将系
统 (1)改写为

xxxk+1 = Axxxk + θkBuuuk + wwwk

yyyk = Cxxxk + vvvk k = 0, 1, . . . , N − 1
(3)

现计算系统 (3)的最优控制律 [9]

µµµ∗k (x̂xxk) = Lkx̂xxk (4)

其中

Lk = −ΨkE [θk] B′Kk+1A (5)

Ψk =
`
Rk + E

ˆ
θkB′Kk+1Bθk

˜´−1
(6)

Kk 由如下递推方程得到

KN =QN

Kk =A′Kk+1A + Qk−
A′Kk+1BE [θk]ΨkE [θk] B′Kk+1A

(7)

注意到 E[θk] = α, 将方程 (7)改写为 [9]

Kk+1 =A′KkA + Qk−
α2A′KkB

`
αB′KkB + Rk

´−1
B′KkA

(8)

此方程与标准代数 Riccati方程 (2)相比, 区别
在于因为通信链路的随机丢包引入了新的参数 α.
对于这一修改后的代数 Riccati方程, 其是否有稳态
解, 如果有, 需要何种条件是本文要解决的两个主要
问题. 在第 3 节中, 将以定理的形式来讨论方程 (8)
的收敛特性.

3 Riccati方程的收敛特性

对于方程 (8), Sadjadi[9] 利用 uncertainty
threshold principle [12, 13] 证明了如果 (A,B) 可
控,

(
A,Q1/2

)
可观, B 可逆, 且 max

i
|λi (A)| <

1
/

(1− α)1/2, 则这一 Riccati方程存在稳定解. 但

是, 文献 [9,12,13] 的作者均未讨论如果 B 不可逆,
解是否存在. 众所周知, 在实际的控制系统里, B 不
可能总满足可逆这一条件. 因此, 文献 [9]的结论有
巨大的局限性. 而且, 即使上述条件均满足, 文献
[9,12,13] 仅仅指出了解的存在性, 没有给出解的其
它任何性质.
在本节中将完善这两个方面. 首先, 我们不再限

制 B 可逆, 文献 [9]的结论将成为我们的一个特例.
其次, 我们将给出方程 (8)的收敛特性. 下面通过引
理和定理的形式给出本文的主要结论. 其证明思路
受到了文献 [2]的启发. 在 [2]中，作者研究了间断
观测的 Kalman 滤波, 得到了丢包率临界值的上界
和下界. 而我们主要关注带有随机丢包的最优控制，
并通过解线性矩阵不等式, 明确得到了使最优控制
规律存在的随机丢包率的临界值.
根据方程 (8), 定义

fα (X) =A′XA + Q−
α2A′XB

`
αB′XB + R

´−1
B′XA

(9)

和一个辅助函数

Φ (M, X) = (1− α)
`
A′XA + Q

´
+

α
`
F ′XF + V

´ (10)

其中 F = A + BM ′, V = Q + MRM ′/α.
引理 1. 设 Mp = −A′XB (B′XB + R/α)−1,

则 fα (X) = Φ (Mp, X) = min
M

Φ (M, X).

证明.

fα (X) = (1− α)
`
A′XA + Q

´
+ α

“
A′XA + Q−

A′XB
`
B′XB + R/α

´−1
B′XA

”

=(1− α)
`
A′XA + Q

´
+ α

`
A′XA + Q−

MpB′XA
´

=(1− α)
`
A′XA + Q

´
+ α

`
F ′pXA + Q

´
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其中 F ′
p = A′ + MpB

′. 注意到

F ′pXB + MpR/α =
`
A′ + MpB′´XB + MpR/α

=A′XB + Mp

`
B′XB + R/α

´

=0

因此

fα (X) = (1− α)
`
A′XA + Q

´
+ α

`
F ′pXA + Q

´
+

α
`
F ′pXB + MpR/α

´
M ′

p

=Φ (Mp, X)

由 X ≥ 0 和 R > 0, 可知 Φ (M, X) 是关于
M 的凸函数. 通过解 ∂Φ (M, X)/∂M = 0, 得
到 M = −A′XB (B′XB + R/α)−1

, fα (X) =
min

M
Φ (M, X), 得证. ¤
引理 2. fα (X)是关于 X 的单调不减函数.
证明. 假设 0 ≤ X ≤ Y , 则 fα (X) =

Φ (MX , X) ≤ Φ (MY , X) ≤ Φ (MY , Y ) = fα (Y ).

¤

引理 3. fα (X) ≥ (1− α) A′XA + Q.
证明. 注意到 X ≥ 0, R > 0, 因此

fα (X) = (1− α)
`
A′XA + Q

´
+

α
`
F ′XF + Q + MP RM ′

P /α
´

≥ (1− α)
`
A′XA + Q

´
+ αQ

=(1− α) A′XA + Q ¤

引理 4. 定义辅助函数 L (Y ) = (1− α) ×
(A′Y A) + α (F ′Y F ). 假设 ∃ Ȳ > 0使 Ȳ > L

(
Ȳ

)
,

则:
a) ∀ W ≥ 0, lim

k→∞
Lk (W ) = 0.

b) 设 V ≥ 0 并考虑 Yk+1 = L (Yk) + V , 则
{Yk}有界.
证明.
a) 选择 0 < r < 1, 使 L

(
Ȳ

)
< rȲ . 对于

∀ W ≥ 0, 选择 m ≥ 0 使 W ≤ mȲ . 可得 0 ≤
L (W ) ≤ L

(
mȲ

)
= mL

(
Ȳ

) ≤ mrȲ . 由此推出
0 ≤ Lk (W ) ≤ mrkȲ . 注意到 0 < r < 1, 因此对于
∀ W ≥ 0, Lk (W ) → 0.

b) Yk = Lk (Y0) +
k−1∑
t=0

Lt (V )

≤mY0rkȲ +

k−1X
t=0

mvrtȲ

=

„
mY0rk + mv

1− rk

1− r

«
Ȳ

≤
„

mY0 +
mv

1− r

«
Ȳ

由此推出 {Yk}有界. ¤

引理 5. 如果 ∃ K̄ > 0, K̄ ≥ Φ
(
M̄, K̄

)
, 则对

于 ∀ K0 ≥ 0,Kk = fk
α (K0)有界.

证明. K̄ ≥ Φ
(
M̄, K̄

)
= L

(
K̄

)
+ Q +

MRM ′ ≥ L
(
K̄

)
. 由引理 4, 可得 {Kk}有界. ¤

定理 1. 如果 ∃ K̃ > 0 和 M̃ , 使 K̃ > Φ(
M̃, K̃

)
, 则：

a) ∀ K0 ≥ 0, lim
k→∞

Kk = lim
k→∞

fk
α (K0) = K̄, 其

中 K̄ 与初始K0 无关.
b) K̄ 是 fα (X)的唯一正半定固定点.
证明.
a) 首先考虑 K1

0 = 0,K1
k = fk

α (K1
0 ). 由 0 =

K1
0 ≤ K1

1 和 K1
1 = fα (K1

0 ) ≤ fα (K1
1 ) = K1

2 · · · ,
可得 0 = K1

0 ≤ K1
1 ≤ K1

2 ≤ · · · ≤ K1
k . 根据引理

5, {K1
k} 收敛于 K̄. 另一方面，如果 K2

0 ≥ K̄, 则
K2

1 = fα (K2
0 ) ≥ fα

(
K̄

)
= K̄. 显然K2

k ≥ K̄, ∀ k.
因此,

0 ≤K2
k+1 − K̄

=fα

`
K2

k

´− fα

`
K̄
´

=Φ
“
MK2

k
, K2

k

”
− Φ

`
MK̄ , K̄

´

≤Φ
`
MK̄ , K2

k

´− Φ
`
MK̄ , K̄

´

=L
`
K2

k − K̄
´

由引理 4 a), 当 k → +∞时, L
(
K2

k − K̄
) → 0. 可

知 {K2
k}也收敛于 K̄. 最后, 对于 K1

0 ≤ K3
0 ≤ K2

0 ,
由简单递推可得 K1

k ≤ K3
k ≤ K2

k . 又因为 {K1
k}和

{K2
k}都收敛于 K̄, 可得 ∀K0 ≥ 0, lim

k→∞
Kk = K̄.

b) 假设存在另一个 K̂ = fα

(
K̂

)
且 K̂ 6= K̄.

如果选择初始Kk为K0 = K̂, 可得 lim
k→∞

Kk = K̂ 6=
K̄, 与此定理的 a)矛盾. 因此, K̂ = K̄. ¤
定理 2. 假设 (A,B) 可控,

(
A,Q1/2

)
可观, A

不稳定, 则 ∃ αc ∈ [0, 1], 使如下结论成立:

如果 0 ≤ α ≤ αc, ∃ K0 ≥ 0, lim
k→∞

Kk = +∞ (11)

如果 αc < α ≤ 1, ∀ K0 ≥ 0,Kk ≤ PK0 ,∀ k (12)

证明. 假设 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ 1, 则

fα1 (X) =A′XA + Q−
α1A

′XB
`
B′XB + R/α1

´−1
B′XA

≥A′XA + Q−
α2A

′XB
`
B′XB + R/α2

´−1
B′XA

=fα2 (X)

因此选择 αc = {inf α∗ : α > α∗ ⇒ Kk有界,∀ K0 ≥
0}. ¤
定理 3. αc = arg infα [∃ X|X > fα (X)] .
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证明. 如果 α > αc,∃ X 使 X > fα (X).
由引理 3, 可得 X > (1− α) A′XA + Q. 因

为
(
A,Q1/2

)
可观, 可推出 ∃ X̂ ≥ 0 使 X̂ =

(1− α) A′X̂A + Q. 由上两式相减不难得出 X −
X̂ > (1− α) A′

(
X − X̂

)
A. 因此, ∃ Q̂使X−X̂ =

(1− α) A′
(
X − X̂

)
A + Q̂. 显然 X − X̂ ≥ 0. 由

条件知 X̂ ≥ 0, 即 X > 0. 再由引理 5, Kk 有界. ¤
推论 1. 如果 B 可逆或 A只有唯一一个不稳定

的特征值, αc 有闭合形式

αc = 1− 1

(maxi |λi (A)|)2

证明. 首先考虑 B 可逆的情况. 选择 M ′ =
−B−1A,使 F = 0. 则

fα (X) = (1− α)
`
A′XA + Q

´
+ α

“
A′XA + Q−

A′XB
`
B′XB + R/α

´−1
B′XA

”

=(1− α) A′XA + Q + αF ′XA

=(1− α) A′XA + Q

由定理 3 可得 X > (1− α) A′XA + Q. 这是一个
Lyapunov 方程, 当且仅当

√
1− α maxi |λi (A)| <

1, 也就是 α > 1 − 1/(maxi |λi (A)|)2 时, 此方程有
唯一正定解. 因此 αc = 1− 1/(maxi |λi (A)|)2.
如果 A 有唯一一个不稳定的特征值, 利用

Kalman 分解, 在稳态时只需要控制一个系统状态.
由于标量系统与 B 可逆等价, 所以在这种情况下 αc

也有闭合形式. ¤
注 1. 文献 [9,12∼14] 都仅仅考虑了 B 可逆这

一情况, 在这一前提下, αc 有闭合形式. 通过对比推
论 1和定理 3, 可知该结论是本文的一个特例. 当不
再限制 B 可逆时, 有如下定理通过解线性矩阵不等
式 (Linear matrix inequality)来找到 αc.
定理 4. ∃ 0 ≤ Y ≤ I 和 Z 使 αc =

arg infα ϕα (Y, Z) > 0. 其中 ϕα (Y, Z) 由下页顶
部式 (13)定义.

证明. 如果 X > fα (X), 则

X > (1− α) A′XA + Q + αF ′XF + MRM ′

⇒ X − (1− α) A′XA− αF ′XF > 0

利用 Schur补分解, 可得
"

X − (1− α) A′XA
√

αF ′√
αF X−1

#
> 0

对上式的 (1,1)元素再次使用 Schur补分解, 并

经简单变换后可得

2
64

X−1 √
αX−1F ′

√
1− αX−1A′√

αFX−1 X−1 0√
1− αAX−1 0 X−1

3
75 > 0

令 Y = X−1,M = XZ, 则 ϕα (Y, Z) > 0.
由定理 3, 并注意到条件 X > fα (X), 可得 αc =
arg infα ϕα (Y, Z) > 0. ¤
当 α ≥ αc 时, Kk 的最终收敛值 lim

k→∞
Kk =

lim
k→∞

fk
α (K0) = K̄ 可以通过解如下半正定规划

(Semidefinite program, SDP)得到.
定理 5. 若 α ≥ αc, 则 K̄ = fα

(
K̄

)
可由如下

半正定规划得到

arg maxK Trace(K)

s.t.

"
A′KA−K + Q

√
αA′KB√

αB′KA B′KB + R/α

#
≥ 0

K ≥ 0

证明. 约束条件相当于对 K ≤ fα (K) 使用
Schur 补分解. 假设 K̂ = fα

(
K̂

)
是这个方程的

一个可行解, 且 K̃ 也是一个可行解但 K̃ 6= K̂ =
fα

(
K̂

)
. 因此 K̃ < fα

(
K̃

)
= ˆ̂

K. 可以证明,
ˆ̂
K 也是这个优化问题的可行解, 但 Trace

(
K̂

)
<

Trace
( ˆ̂
K

)
. 这与假设矛盾, 所以 K̃ = K̂. ¤

4 计算机仿真

图 2 临界概率 αc 和 Trace (limk→∞Kk)

Fig. 2 Critical value αc vs Trace (limk→∞Kk)

考虑如下系统

A =

2
64

1.1 0.8 0

0 1.27 5

0 0 1.2

3
75 , B =

2
64

2

1

2

3
75

Q = 10I3, R = 2
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ϕα (Y, Z) =

2
64

Y
√

α (Y A′ + ZB′)
√

1− αY A′√
α (AY + BZ) Y 0√

1− αAY 0 Y

3
75 (13)

通过定理 4, 得到 αc ≈ 0.6445. 将临界概率 αc 和

Trace
(

lim
k→∞

Kk

)
= Trace

(
K̄

)
分别在图 2中标出.

可以看出, 当 α从 1逐渐接近 αc 时, Trace
(
K̄

)
趋

于无穷.

5 结论

本文研究了带有随机丢包的最优控制问题. 证
明当数据包的到达率大于某一临界值时, Riccati方
程的解存在且收敛到某一固定值. 这一结果, 可用于
评估控制系统各个部分之间的通信能力, 在设计无
线传感器网络这种通信质量难以保障的系统时有很

重要的实际意义.
我们假设状态估计器没有随机时延且没有数据

丢失, 这在实际的控制系统中很难得到保障. 因此,
在接下来的工作中, 我们将研究估计器和控制器均
存在随机时延和丢包的情况.
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