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摘 要：给出了缺失数据场合三参数 Weibul1分布参数的近似极大似然估计，通过 Mon 

te—Carlo模 拟 例 子及 实例 证 实 了所 给 方法 的 可行性 ． 
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0 引 言 

在可靠性统计分析中，三参数 Weibul1分布是最为广泛使用的寿命分布之一．在产品的寿命分 

析上，如轴承的疲劳寿命 8̈ ；在生物医学上，如实验动物的肿瘤出现时间 ；在气候分析上，如年降 

水量和月降水 量 1̈ ，风速的概率分布 9̈]，河的最大流量口 等．关于三参数 weibul1分布 的统计分 析 

已有许多文献作了研究，可参阅文献[1]～[13]．现考虑如下情况，即由于某种原因，使得试验中的 

某一些样本寿命数据丢失，而只能知道其前后的寿命数据．这种情况在现实中是经常发生的，称其 

为数据丢失或数据缺失．关于 Weibul1分布数据缺失场合下的统计分析，可参阅文献[1 5]～[2o]， 

这些文献仅针对两参 数 Weibul1分布 ，而三参数 Weibul1分布数据缺失 场合 下的统计 分析 ，至今 未 

见有这方面的文献．本文给出了参数的近似极 大似然估计 (AMI E)，当然 ，这 种方法 可适用 于三参 

数对数正态分布． 

1 参数的近似极大似然估计(AMLE) 

设产品的寿命 t服从三参数 Weibul1分布 ，其分布函数和密度函数分别为： 

F(tfin,7， )一l— —c ， 7 一 f r c ， (1) ，＼ ， ／ 
其中t>O，m>O为形状参数，q>O为刻度参数， 为位置参数．现假定有 ，z个产品进行寿命 试验，到 

有 r个产品失效时停止试验，其次序失效数据为： ㈩≤ ≤⋯≤ 现考虑如下情形 ：上述 ，一个失 

效数据由于某些原因而使得有若干个数据缺失，设剩下 k个数据，剩下的失效数据为：o全 ，≤ 
． 

≤ )≤⋯≤ ( )，rn=0· 

令：Y=ln(t-- )，则 Y服从位置参数为 一lnq，刻度参数一1／m的极小值分布，其分布函数和 

密度 函数分别为 ： 
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F(y； ， )一 1一 C-e一
，
f(y； ， )一 1 P P y-f,

， (2) 

V ． ．， 

令 ：z— ，则 Z服从标准极小值分布 ，其分布函数和密度 函数分别为 ： 

F( )一 1一 P ，／( )一 P—r， (3) 
V  ． 

而 Y∽=ln(t∽ )，Z∽一 ，则 Y(1)≤y ≤ ⋯≤y 为来 自位置参数为 ，刻度参数为 的极小 

值分布的样本容量为 的前 r个次序统计量，z㈩≤z ≤⋯≤z 为来 自标准极小值分布的样本容 

量为 的前 r个次序统计量 ，考虑到数据有缺失场合 ，则有 ：0Ay rI1)≤y r1J≤y 
， 
≤ ⋯ ≤y ， 及 0一A 

Z )≤Z( 1)≤Z(r2)≤⋯≤Z‘ )． 

易知似然函数 L( ， ， )为(其中C为正常数)： 

L( ， ， 一 [F(z(r】))r1 

考虑到 3 Z一一吉， 一一 ， 一一 1 二1 一一 “， 寺 一～ (z)， 
一 一  

Z)' 一一 1 Z)’ z z z ⋯z
， 

一 一  

+

k -- I

(r；+l-- r；-- 1) 一 

c一 ， +宴 }， ㈩ 
一  + 

k-- I

(r；+l--r；-- 1) 长痔 一 
c一 ‰  + +七 ㈩ 

一  + 
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I— l 

e-- (aZ(r
i+1)+t*)f(Z(ri+1))一P--(aZ(r )+／z)f(z( )) 

F(Z‘。+2))一F(Z(ri)) 

c⋯  ) + l, t}． 
令 d 一0， 一0， 一0，得如下三个方程 ： 。 ⋯ ”～ ’ 0_L
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， 一 (n--rk) +窭 

⋯  + 

k I
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令 ：Pr,--
n -~ _1， 一1一 ，F( )一 ， ,=ln(--lnqri)．将函数 ；号在点 处泰勒展开得 

F(Z岩～ z ， 【r_))。 ’ 
≈  厂  一 

』厂( )，，f ( )F( )一 ( )1 f ( )一f ( )F( ) 
j F( 。) F ( ．) f F ( ) 

． 

厂( ) 
，，
尸 ( )F( )一 f ( ) 

一  

痧一 — ■ 厂一 ， 

磬 ． 
易见 >0，事实上 

f2( )一 f ( )F( )一P。-P—f。 一 e。 P一 -一P2[rle--e[r1][1一 P一 r ]一 

P。 P一 -[1一(1一P。 )(1一P—rf，-)]一 
e。-e一 [e。 +e--e[rl一 [rle-- r-]= 
P0 P一 (1一P—rf，-)+P一 ]>0 

将 函数 在点 处泰勒展开得 ： 

F(Z ～ + ， 1
一  

f rl ) 。 ‘ ’ 

≈  
， 

一  一  等 ， 
一

厂 ( )[1一 F( )]+f ( ) 

一——]r二] 一 ’ 

易见 >0，事实上 

f ( )[1一F( )]+f2( )一 (e e一̂ 一e e一̂ )e-／ +e2r,ke-2e[ 一 

P P—ẑ [P + 1一 P0 ]一 P P—z f， > 0 

将二元 函数 在点( +  ， )处泰勒展开得 ： 

厂(惫 ≈ Z(r ， F(Z‘。+1))一F(Z( ))～。‘。 ‘ “‘ ‘ ⋯ ’ 
≈糍 + 

(Z‘。+。)一 ⋯ ) 

(z(。)一 ) 

：! ± ! )一F( )]一[厂( )一厂( )]厂( ．+．) 
[F( + )一F( 

．

)] — —  

二 ：! F( + )一F( )]+[厂( +。)一厂( )]厂( ) 。——1 
— — — 一  

一

厂( + )一厂( ) 

F( + )一 F( ) 。+- 

+ 

：! ± !曼 )一F( )]一[厂( ⋯)一厂( )]厂( + ) 一—— 
— — — 一  

(ii) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 
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。

一 f ( )[F( +。)一F( )]+[厂( + )一厂( )]厂( ) 

。 [F( ．+．)一F( )] ’ 

将二元函数 考 三 在点c ， 处泰勒展开得 

其中 

(18) 

(19) 

(2O) 

； i ÷ ： 客 n。+6。z 。 ——c。z ， ， 2 
F (Z F (Z ≈ + 

． 
)一 

．

)) F( 
． ． ．
)一F( 

．

) 。 

羲 ＆ + 
势 丝 ， 

n 一  + 厂( 。)一 ／( ) 
F( 

+ 
)一 F( ) 

’， 
L．，L r㈩ )十 +1．， L ㈩ )JL ( )一 ( 0)J-L ⋯，( )一50，( )J，( + ) 

。+t [F( )一F( 
。
)] 

二 ! 二 ! 生 )一F( )]+[ + 厂( +。)一 厂( )]厂( ) (99、 
[F( ⋯)一 F( ．)] ’ ⋯  

^ 一
E一 厂( 。)一 f ( )][F( +。)一 F( )]+ [ +。厂( +。)一 ／( )]厂( ) 

[F( ⋯)一F( 
．
)] ’ 。 

一 一 一 4 

将函数等 在点 处泰勒展开得： 

其 中 

～  ， ≈  一  r 

≈  ， 

一  盟  
， 

f”( )厂( )一 Ef ( )] 

一]  —一 ， 

将二元函数 在点( + ， )处泰勒展开得： 

其中： 

， 

≈ 一F(Z(ri)- + 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 
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其中 

， 等 
( ) 尸( )[F( )一F( )]一f ( + ) ( + )／、( ) 

F( 
+ 
)一F( ) ~ri-Fl [F( 

+ 
)一F( )] ri[F( )一F( )] 

／l == 

( ) ( ) 

( + )一 F( 

一  

将二元 函数 在点 ( ， )处泰勒展开得 ： 

f(Z( )) 
≈ + )一 viZ(，．⋯ )， 

≈鑫 一F(Z(r+1)-~ri+1) + ≈ 一 前 + 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

厂  筹鬟等 ， 
一  )_ + ：! ： !曼 一 !曼： ! ： 二 ! 二 ：! ：-13) F( )

一 F( )。 。 [F( 
+ ，)一F( rf)] [F( +： 二 _ ———～’ 一一， 

一  蔷 ， ㈦ 
一  ． ， ( 

+ 
)一F( )] ‘ 

f11 ．f1 4 ．f1 7、．f25、仲 ^青 程 rR、 筒 徨 ． 

其 中： 

[(，． 一1)Go+∑( + 一 一1) 一(n--r~)a~-F∑ f] +l一(，． 一1) Y )+ 
l= I = 1 L ‘ 

^一 1  ̂

(ri+1--ri-- 厂 Y ))+n--rri+l (n--r,)fl,Y 一 Y )]+ 刍 1)( y(r )一 ( ))+ ( ))一 (r ))l+ 
一̂ 1  ̂

[(r1--1) 。一∑(r,,+1--rl--1)(oo 一 )+( — ) +∑ei／I=0， 
l= 1 i= I 

11一 B( )一 aC， 

M一(，． 一1)fl。一∑( 十 一，． 一1)(cU 一 )+( 一 ) +∑ ， 

B( )一 1}(r1--1)fl。In(t％)--0)一 ： (ri+l--ri--1)( In( )一 )一 In( + --0)+ 

(一 flAn(t％)--O)-F- I ， J， 

C一 [(，一 一1) 。+∑( + 一 一1)t一( —rk)ak+∑ ，]． 

将 (11)，(14)，(21)，(25)代人方程 (9)化简得 ： 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

仁+(，． 一1)c( 一 c)+∑k--1( 十 一 ～1)(q+6 c—f c)一( ～ )c( + c)+ 

c( )}̈  一1)(y ，一 ))( )一(r1—1)Cfl l厂 ))+ 
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⋯ ～ 一 1)Eb 厂  ))～ y(r )～砌 ))卜  )cp 砌 ))一 

(”一rk)(ak+ c)(y( ，一B( ))一∑C (y(r )一B( ))+∑(1， ，)～B( ))( ～ c)} 一 

i(r 一1)p。(y cr )一B( )) +( 一， ) (y( 一B( )) +∑ (y( 一B( ))：)一(j．( l1) 
即： Aaz+D( )口一E( )=O

， (，12) 

其中： =正+(，． 一1)c( 一 。c)+∑rt+1--ri--1)(＆ +6 c一 c)一 

(n-- )c( + c)+ C(d ～P c)， 

D( )一 (r 一 1)(1n(t(rI)-- )～B( ))( 一 C)一(r ～1)c8。(1n( 
．
)一 )～ B( ))+ 

刍( + ～ ～1)Eb (In(t(q)-- )一B( ))一 (1n(t(。+ )--0)一B( ))]一 
( Mrk)c8 (In(t )一 )一B( ))～(n-- )( + C)(In(“ )一 )一B(口))～ 

c 1n(t(ri)-- )) (1 (t(r)-- ))( ,--e,C)， 

k 

E( )一(r 一1)8。(1n(f )一 )一B( ))。+?l--rk) (1n(top-- )一B( )) +∑P (In(， 一0 
( ))z． 一 

由此得 ： 

代人(35)得 ： 

d === 二 ± 亘 
2 ’ 

五( )一B( )--~(O)C． 

将(11)，(14)，(25)，(28)，(32)代人方程(1O)，同时注意到：P 

简方程(1O)得 ： 

昂 [ 。 ]+ k 1  ̂
一 】 

⋯  

( l0) 

(，1 1) 

)一 14 

(45) 

(4(；) 

(47) 

( 
一  

1
， ，化 

In(t e 
¨
厂 6 一 

— —  

．

— — — — — — — — — — —

— — — — — — — — — — ～  

’ 卜 

卜器 [⋯ In(t％)--O) 

害南 ln(t％)-~g)--ffI—o- ㈤ 
将 (46)，(47)代入(48)得： 

昂  Z．~ri +] -- r i--1 (1nt(r)--O)--ff(O) 
k-- 1 

“  
d( ) i 孟 —— _= i 十“ ln(f ， --0)～if(O) 

7l-- Fk F + In(t％)-- O) --／~(O)
J

"]+奎南 ( ) 1n(f 
， 

～  

)一 if(O) 

In(tf。
+ 

-- 0)-- ／~(0) 

仃( ) 

( ) 卜 

( l9) 

方程(49)仅含有位置参数 ，故可解超越方程(49)得参数 的近似极大似然估计(AMI E) 
． 代 

人(46)，(47)得参数 口， 的近似极大似然估计 (AMI E)分别为 (；
，五： 

二 ± E 2A ，五一B( )～ac． 

由此形状参数 和刻度参数 的近似极大似然估计(AMI E)~ q9 和 而
： 

(50) 
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3 Monte—Carlo模拟及实例 

一

1
， ： ． m ，l| e’ (51) 

例1：我们对 ／,／510，参数真值取为： 一10， —10，7／'／一0．5(0．5)1．5，通过 Monte—Carlo模拟的方 

法产生10个服从三参数 weibuU分布的随机数共三组．利用本文方法可得参数 ，7／'／，7的近似极大 

似然估计列于下表． 

表 l Monte-Carlo模 拟表 

例2 ̈ ：从1890年到1969年间，宾夕法尼亚州 Harrisburrg的Susquehanna河20个每四年的 

最大流量 (10 ft。／s)为 ：0．654，0．613，0．315，0．449，0．297，0．402，0．379，0．423，0．379，0．3235，0． 

269，0．740，0．418，0．412，0．494，0．416，0．338，0．392，0．414，0．265这 些数据起先 由 Dumonceaux 

和Autle(1973)用作说明极限分布的例子的，利用本文方法可得 ，7／'／， 的近似极大似然估计，同时 

列出这一问题的一些参数估计见下表． 

表 2 Susquehanna河2o个每年最大流量的参数估计 
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例3[引：本例由 MCCOSL(1974)提供的，数据包括同种型号的10个轴承的依小时计的疲劳寿 

命，依小到大排序为：152．7，172．0，172．5，173．3，193．0，204．7，216．5，234．9，262．6，422．6，利用本 

文方法可得 ， ， 的近似极大似然估计，同时列出这一问题的一些参数估计见下表． 

表 3 轴承疲劳寿命的参数估计 
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Statistical Inference for Incompl ete Data 

Three—parameter W EIBULL Distribution 

xu Xiao～ling 

(Shanghai Jiao Tong University，Shanghai 200030，China) 

Abstract：W e derive an approximate maximum likelihood estimation of the parameters of the three—parameter Weihul 

distribution under a TYPE一Ⅱ censored sample．In addition．we show the feasibility of this method t}y using tw( 

M onte—Carlo simulated samples． 
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