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投影信赖域最优路径内点算法 

解有界变量的约束优化问题 

顾益明 

(上海师范大学 数理信息学院，上海200234) 

摘 要：基于最优路径(optimal path)，提供一种投影信赖域内点算法解有界变量的线性等式 

约束优化．在合理的条件下，证明了所提供的算法不仅具有整体收敛性并且保持局部超线性 

收敛速率．数值计算结果表明了算法的有效性． 
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1 介 绍 

考虑有界变量及线性等式约束的非线性优化问题 

min／ ) S，t．A =b，Z≤ ≤ ／／, (1．1) 

其中厂：R“一 R是光滑的非线性函数，矩阵 A∈R “，向量 b∈R (rt>m)，向量 z∈ {R u {一 

∞}}“，u∈{R u{+∞}}“，且 z<u．定义 { ∈R“I z≤ ≤u，Ax=b}表示问题(1．1)的可 

行集，int(力) { ∈R“I z< <It，Ax：b}表示其“严格可行内点”集． 

Bonmans和 Pola 提出了一种内点信赖域算法解非负变量的线性等式约束优化问题，算法假定二 

次函数是凸函数，以保证整体收敛性，但为使求得的搜索方向满足严格可行性，会带来很多计算上的 

困难． 

最近，Coleman和 Li 提出了一种双信赖域方法解具有有界变量约束 z≤ ≤ ／／,优化问题，使用了 

两次信赖域搜索迭代方向和精确步长． 

本文将采用信赖域与线搜索相结合的方法来解问题(1．1)，两种策略的使用能获得算法的整体收 

敛性，并消除重复求解信赖域子问题带来的大量计算．利用投影方法构造信赖域子问题，避免在求解子 

问题时考虑线性等式约束和有界变量约束，使用最优路径的弧线搜索方法来解信赖域子问题，不需 

Hessian或其近似矩阵为正定矩阵的假设．沿迭代方向线搜，确保迭代点在信赖域中，并落在严格可行域 

内．本文第二节首先利用投影方法构造问题(1．1)的信赖域子问题，第三节构造最优路径来求解信赖域 

子问题，第四节提出求解问题(1．1)的算法，第五节和第六节分别在合理的条件下证明了算法的整体收 

敛性和局部收敛速率，第七节给出数值计算结果来验证算法的有效性． 

2 信赖域子问题 

本节通过选取投影矩阵和二次模型来构造问题(1．1)的信赖域子问题．令g( ) V )，则 
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L(x，A， ， )= )+(Ax一6) A一 ( —Z)一／．ff( 一 ) (2．1) 

是问题(1．1)的Lagrange函数，其中Lagrange乘子 A E R ，0≤ ， E R ．记fI，Ⅱi， i。分别表示向量z， 

，x+的第i个分量，同样 (·)i表示向量 (·)的第 i个分量．现定义向量函数 (x)：R R ，其每一个 

分量 

记对角阵D( )d=~t diag{It，。( )I一
，
⋯

，

IVn( )I一}}
． 自然的导出问题(1．1)的一阶必要性条件 

D( )一 [g( )+A A]=0，Ax=b． (2．3) 

记 V I)或其近似阵，厂( )E R 是 I t，( )I的 Jacobian矩阵，C。d=ef DI diag{g‘+ 

ArAI} D̂ ，巩 d=ef B。+CI
． 则(2．3)的牛顿方程为： 

Di =D [g‘+A A ]，A8I=0． (2．4) 

假如定义8I d=cf DI6I
， =Di g‘，A‘=ADi 和 =D (B +Ck)D ，则(2．4)的第一个方程两边都 

左乘 后，等价地写成 

I=一(罾‘+A A“。)，AI I=0 (2．5) 

假定A( )是行满秩的，则进行QR分解，得A( )=[R( )，。]【 ；]，其中【 ： ]为正交矩阵， 
R(x)E R 是秩为 m的非奇异下三角矩阵．矩阵z(x)E R )× 构成零空间．／ffA(x))的正交基， 

即A( )z( ) =0．而矩阵 y(x)E R 构成值空间 (A( ) )的正交基．记 R =R(xI)，Z = 

z(xI)， =r(xI)，Lagrange乘子 AI由(2．4)式可以通过解上三角方程 

R：AI= g‘ (2．6) 

来得到．这样，(2．5)的第一个方程可以写成 

ẑ =一Z ， (2．7) 

其中再利用正交矩阵I l，(2．7)可以写成 

=  
， 

即 

【 J1『tZ ~ JR 0 1=[ 0‘】． (2．8) L 
I 

从(2．5)可知A =[ ，o]【 】 =o，则 =o，但 是非奇异下三角矩阵，所以 =o． 
因此(2．8)n-I既约为 

[Zk z ]z =一Z (2．9) 

令 Z ， d：ef ẑ 
，则基于(2．9)，可以导出问题(1．1)的信赖域子问题 

( )min； (否) ( 否)+号( ， )s．t． l≤△ ． (2．1o) 
引理 2．1 是子问题 ( )的解当且仅当存在 0≤ ∈R 使得 

2  

／ 

，  ， ， ， 
∞ ∞ ∞ ∞ 

+ 一 + 一 

< > = = 

m 以 
且 且 且 且 

，  ， ，  ，  
0  0  0  0  

~， ／f～ ~， ／f～ 

) ) ) )  
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+ + + + 

g g  g g  
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』( + =一 
， (2．11) 

(△：一 ll )=0 

且 + ，是半正定的． 

3 最优路径 

3．1 最优路径的构成 

现在来构造如 Buheau和Vial(见文献[1])提出的最优路径解信赖域子问题 ( )．当信赖域半径 

取在区间 [0，+∞)时，信赖域子问题 ( )的迭代点将落在由始点出发的曲线路径上．为了更好的定 

义最优路径，我们对 ∈R‘ ’进行特征值分解，设分解为 

再I=Wq)Wr= w ，W ，⋯，W )diag{咖1，咖2，⋯，咖 一 }w ，W ，⋯，W ) ． (3．1) 

显然 是对称矩阵，其特征值 咖 ，咖 ，⋯，咖 一 是实数且对应的特征向量加 ，W ，⋯，W ．不失一般 

性，假定 咖 ≤咖 ≤⋯ ≤咖 一 是 特征值，对应特征向量W ，W ，⋯，W ．根据 ≥0， ≤0和 

= 0分割集合 {1，，n—m}分别为 ，{ 和 

最优路 厂(r)可以表示为 

厂(r)=厂1(t1(r))+厂2(t2(r))， (3．2) 

其中 

r))一[善 ㈩ ]， 
厂2(t2(r))=t2(r) ， 

且 

t cr ={ ， ／／T ，t c r ={0r’一 。／ ，

~

若

7

r ≥

< 1

。／

／ T
， 

= { I ≠0，_『=1，⋯，n—m}，∥ ={ l =0， =1，⋯，n—m}， =( ， )， =1，⋯， 

n — m ， = ∑ ，T=max Io，一咖 }并且当T=0时1／ 定义为+∞．值得注意的是，当】5『不 

定，对所有的 ：咖 <0，若是 ∈ {1，⋯，n—m}有 =0且，这时才会定义 (t：(r))，这种情况 

被视为困难情况 (参见文献[8])．一般情况下，厂(r)定义时只考虑 0≤r< 1，即，厂(r)= 

厂1(t1(r))． 

3．2 最优路径的性质 

曲线 厂(r)定满足一些性质以保证所提供的算法是整体收敛的．类似于文[13]中引理2．3可得 

引理3．1 令在信赖域内迭代步 是从最优路上得到的，则对于 r∈ (0，+∞)路径范数 

ll厂(r)ll是单调递增的，且存在r’，厂(r’)在最优路径上，即 

IJ厂(7-’)IJ=△t， 

且满足 

(再 +否I，)厂(r’)= 一雷‘， (3．3) 

当 r <1／T， 

： r · 一 
1

， 当r·≥ 1／T1／ 一T， j r 

(3．4) 

(3．5) 

) ● 

。 

r 
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4 算 法 

下面给出求解问题(1．1)的最优路径投影 Hessen信赖域内点算法． 

初始步 选定参数卢∈ (o，下1)
， 0< <．，7l<．，72<1，0<7l<72< 1<73，E≥ 0．选取初 

始点 。∈R ，对称正定矩阵B。，初始信赖域半径△。>0和最大信赖域半径△一 ≥△。．再令k=0， 

转主步． 

主步 

(1)计算 = )，g‘=V )，B ，D ，QR分解A 得到 ， 和 ，通过(2．12)计算A。， 

再计算 C。． 

(2)如果 lI 0≤E，则停止计算， 。作为最优解；否则，转下一步． 

(3)构造最优路径 ． 

(4)求解信赖域子问题 

( )min (否)d_＼ef／g-k
，否>+ ( ， 否> s．t． 0≤A 

记 为信赖域子问题 ( )的解． 

(5)令 

=  Z： ， (4．1) 

选取 。=1， ， ，⋯，直到下列不等式满足， 

I+ I 6I)≤ I)+ I qI(6I)， (4．2) 

同时 Z≤ I+ I 6I≤ u． (4．3) 

(6)令 

f t ，若 t+ t ∈in ( )， (4
．4) ‘ iOk I ， 否贝IJ． (4·4) 【 I ， 否则． 

其中0I∈(0j，1)，0<0j<1，并且 0I一1=0(1I lI)．从而令 

I+l= I+sI． (4．5) 

计算 

Pred(sI)=qI(0)一qI(sI)， (4．6) 

Ared(sI)= I)一 I+sI)， (4．7) 

pI： ． ，一8)P pI —red—(s
k

)’ C4． ) 

(7)校正信赖域半径 

r[7l△I，72△I] 若pI≤．，7l 

△“l={(72△I，△I] 若．，7l<pI<．，72． (4．9) 

【(△I，min{73△I，△ }] 若pI≥．，72 

计算 + 和 ． 

(8)计算 + ， + 和 c川 ，置k+一k+I再转步2． 

注释 若 表示算法第5步中沿 方向受有界变量约束 Z≤ + ≤u的步长，即 

t in{max{ ， ，⋯ · (4．1o) ‘。mm m 『-’ 『_ ： ’⋯’n ’ (4·Ⅲ) 

其中 向量 是 的第f个分量·若 =0'贝0 + t的关键特性是取任意的步 t 
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后得到的点 。+ 。 都不会超出有界约束的边界． 

引理 4．1 预计下降量 Pred(8。)d=ef—q
k( )=一吼( )满足下降条件 

Pred(6t)≥，c ll雷‘ll min{△t，_l} }， (4·11) 
并且 

(gk,8t _̂ll雷 mi n{ 惴 }， (4·12) 
其中，c， >0是与k无关的常数． 

5 整体收敛性 

作下列假设： 

假设 1 水平集 。)x { ∈R“I )≤ 。)}是紧的，算法产生的迭代序列 。∈ 。)． 

假设2 ll ll一致有界，即对任意的k，存在 >0，使得 ll ll≤ ． 

假设3 ll V )ll一致有界，即对任意 ∈ 。)，存在 r。>0，使得 ll V )ll≤r。． 

假设4 ll g( )ll 一致有界，即对任意 ∈ 。)，存在 ／'g>0，使得 ll g( )ll ≤ ． 

显然，由假设1和假设2满足，可以推得 ll ll，ll ll和 ll V x)Di z：ll均有界，即分 

别存在 rD， 和 c>0使得 

ll D ll≤rD，ll ll≤ ，ll zID V )D z：ll≤ c． (5．1) 

引理 5．1 如果假设 1～假设3满足，对任意k，若存在 >0，使 『I 『I≥E，则当 

△I≤ (5．2) 
m ax l，／／' Gf 

时， 。=1满足第 5步中下降条件(4．2)，即 

I+6I)≤ I)+／3 qI(6I)． (5．3) 

定理5．2 如果假设 1～假设 3满足，令 。为算法产生的迭代序列，则 

lim
．

inf ll ll=0． (5．4) 

证明 由于篇幅有限，证明略． 

定理5．3 如果假设 1～假设3满足，令 。为算法产生的迭代序列，B。=V )．若 ．为序列 

的极限点，则z D： B．D： Z．是半正定的． 

6 局部收敛速率 

定理 3．5说明至少有一个 { 。}的极限点是稳定点，本节再作一些假定，以得到进一步的结果和局 

部收敛速率．定义指标集 

，( )def{i I ‘=Z ，i=1，⋯，／7,}，Q( ) {i I ‘=Ⅱ ，i=1，⋯，／7,}． (6．1) 

对任意，( )u Q(x)c {1，⋯，17,}，与其相关的优化问题为 

(P)Ju o min )；s．t．Ax=b，( —Z) )=0 or( 一Ⅱ)Q( )=0． (6．2) 

假设5 对所有的，( )u Q( )c {1，⋯，／7,}，关于 (P)， D的一阶最优方程没有非孤立解． 

假设6 对 i∈，(元)u Q(元)，当 ( A) =0时，有 A=0，此时问题(1．1)的约束就起作用． 

假定 (A， ， )是与满足假设5的孤立解 元对应的组．定义严格起作用约束集 

Jl( )={i J f>0，i=1，⋯，／7,}，JD( )={i J >0，i=1，⋯，尼}， (6．3) 

定义方向的扩展关键锥为 
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de! 

T={d∈R I Ad=0，d‘=0，i∈J，(元)u JD(元) 

假设7 问题(1．1)的最优解 。满足强二阶条件，即存在 >0使得 

P V I)p≥ ll P ll ，P∈ I)． 

假设 8 

lim 
I—·∞ 

堡二 塑 ：0 
ll ll 

(6．4) 

(6．5) 

(6．6) 

这 意味看 

( ， )=( ，硒 )=( ，V ) )+o(1l ll )． 

定理6．1 如果假设 2—8满足，{ }是算法产生的序列，则 

．

1im ll ll=0． (6．7) 

定理6．2 假设2 8满足， ．为问题(1．1)的局部极小点，则 { }超线性收敛于 。，即 

”  

：0llm ． (6．。0) — ■———————- ． ＼u·／ 
I—-∞ ll I一 。ll 

7 数值结果 

将所提供的投影信赖域内点算法在奔腾 IV一1．6GHz的电脑上，利用 Matlab软件编程进行数值实 

现．下面给出具体计算的结果．为了检验算法的有效性，我们选取参数如下：E=10～，’7t=0．01，’7z= 

0．8， 。=0．2， ：=0．5， 3=2，JB=0．4， =0．5．取最大信赖域半径A =5，初始信赖域半径 

A0 = 1． 

对6个标准测试试题进行数值试验(表 1)，这6个标准试题均引自文[10]．表中ITR，NF和 

表 1 数值试验结果 

题号 n NG 

NG分别表示迭代次数，函数值计算次数和梯度值计算次数． 
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Projected trust region interior point algorithm via optimal path for 

contrainted optimation problem subject to bounds on variables 

GU Yi—ming 

(Mathematics and Sciences College，Shanghai Normal University，Shanghai 200234，China) 

Abstract：In this paper we propose a projected trust region interior point algorithm  via optimal path for optimation problem with 

linear equality contraint subject tO bounds on variables．The proposed algorithm is globally convergent and have locally fast con— 

vergent rate un der some reasonable conditions．The results of numerical experiments are reported tO show the effectiveness of the 

proposed algorithm ． 

Key words：optimal path；trust region method；interior point method 
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