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摘 要：设K 是具有／／,个顶点的完全图， ／／,)是满足下列条件的最小正整数：对于任意的正 

整数 m≥ ／／,)，存在 K 的一个m边着色，使得 中的任一个 至少含 5种颜色．ErdOs和 

Gy~n'f6s给出了八n)的上下界：÷n< n)<n；并且证明了 9)=8．作者证明了 10)=9； 
1 

并且改进了 n)的下界 n)>÷n+1． 
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U 引 吾 

设 G是一个有限、无向的简单图， (G)表示 G的顶点集，E(G)表示G的边集， (G)和 (G)分 

别表示 G的顶点数和边数．如果图日满足： (日) V(G)，E(日) E(G)，则称 日是 G的一个子图；如 

果 (日)=V(G)，则称 日是 G的一个生成子图．如果 是 V(G)的一个非空子集，由 导出的 G的子 

图记为G[Va]．如果E 是E(G)的一个非空子集，由E 导出的G的子图记为 G[E ]．其他没有出现的 

术语和记号参见[1]．Paul ErdSs在[2]的问题 l2中提出下列问题 ：设 是具有 n个顶点的完全图， 

n)是满足下列条件的最小正整数：对于任意的正整数m≥ n)，存在 的一个边着色，使得 中的 

任一个 至少含5种颜色，求 n)．ErdSs和 Gy6rfas给出了 n)的上下界：--‘q-n< n)<n，显然要求 

／／,满足：／／,≥6；并且指出，已经证明了 9)=8．本文证明了 10)=9；同时改进了 ／／,)的下界 ／／,) 

> T‘n+ 1
， (n≥7)．即文中的定理 1和定理 2． 

1 基本概念和引理 

定义1 设K 是具有／／,个顶点的完全图，m是一个正整数，如果存在 的一个m边着色，使得 

中的任一个 至少含5种颜色，则称 关于m满足5色 条件，相应的m边着色称为满足5色 条 

件的 m边着色． 

按照定义1， ／／,)即为使K 满足5色 条件的最小正整数m． 

定义2 设图G有一个m边着色， E V(G)，如果存在 ∈V(G)，使得 ∈E(G)，并且 着色i 

(1≤i≤m)，则称色 i在顶点 上表现，并记为 =i． 

为了方便起见，我们引进花形图和正规花形图的概念． 
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定义3 设 =u (i=1，2，⋯，n)是 n个三角形，由上述n个三角形关于顶点u粘合而成的图， 

称为具有n片花瓣的花形图(简称为n瓣花形图)，记为F，顶点u称为花心， =u 。称为花瓣 ，边u 和 

u 称为花的内边，简称为内边，边 1)i 称为花的外边，简称为外边． 

设 F是具有 rl,片花瓣的花形图，显然 F=u ， (F)=2n+1，8(F)=3n． 

定义4 设 F=u Ti是具有n片花瓣的花形图，Ti=u i ；是一片花瓣，如果 的两条内边都着相 

同的颜色，即 =u ，则称 是一片正规花瓣；如果对于F的每一片花瓣 (i=1，2，⋯，n)，都是正规 

花瓣，则称 F是一个正规花形图． 

下面的结论是显然的． 

引理 1 设 m是一个正整数， 是 n个顶点的完全图，并进行了m边着色，如果 关于上述 m边 

着色满足 5色 条件，那么： 

(1)对于任一种颜色 i(1≤ i≤m)，在 的每一个顶点上至多表现两次． 

(2)对任意 u E V(K )，T=u伽 是一片以u为花心的正规花瓣 ，设 =u =i，I)1,0= ，则 i≠ ， 

并且 i和_『都不能再一次在 u， ， 中的任意一个顶点上表现． 

引理2 设 m是一个正整数， 是 n个顶点的完全图，并进行了m边着色，如果 关于上述m边 

着色满足5色 条件，那么：每一种颜色至多着色 的[÷n]条边． 

证明 设E。， ：，⋯，E 是 的一个m边色分类，其中E 是 中着色 的边所成之集．设G 是 

的恰含 i色边的生成子图，E(G )。=E ，V(G )=V(K )．任取 G 的一个连通分支 ，则对于任意的u E 

V( )，按引理 1(1)可知 d (u)≤2，从而 是一条路或者是一个圈，又因 关于m边着色满足5色 

条件，则必有 ( )≤3．若不然， ( )≥4，则 含一条长为3的路 P，使 (P)=4，由此构成的 至 

多含4种颜色，与K 满足5色 K4条件矛盾．下面分3种情况讨论 ： 

(1)n=3k，要使 占(G )最大 ，当且仅当对 G。的每一个连通分支 ，都有 i,(11)=3，占( )=2，因此 

Gi共有 后个连通分支，并且此时 占(G )=2k：了z n． 

(2)n=3k+1，为使 占(G )最大，此时或者 G 恰含一个孤立点，其余的后个分支均含3个顶点；或者 

G 恰含两个具有两个顶点的分支，其余 一1个分支均含3个顶点．无论何种情况，都有 占(G )=2k= 

t-}n]． 
(3)n=3k+2，为使占(G。)最大，必有 G 恰含一个具有两个顶点的分支，其余的后个分支均含3个 

顶点．此时占(G )=2k+1=[÷ ]． 口 

引理3 设 是 n个顶点的完全图，m是一个正整数(m≤n一2)，那么对于 的任何一个满足 

5色 条件的 m边着色 ，下列结论成立． 

(1)对于任意的u E V( )，存在以u为花心的2瓣正规花形图，且2条外边具有相同的边着色． 

(2)设 F。和 是两个2瓣正规花形图，花心分别为 。和 ：(u。≠u：)，并且4条外边具有相同的边 

着色 ，则 F。和 F2是不相交的． 

证明 (1)对于任意的u E V( )，有d( )=n一1，因为m≤n一2，再结合引理1，因此，至少有 
一 种颜色在u上恰好表现两次，设 u 。= ：=1，以及V1 ：=2，由于1号色和2号色不能再在u上表现， 

且 的关联边还有 一3条，能用的颜色还有 m一2种，而 m一2≤ 一4，同样可设 删，：删 ：3， 

：4，如此继续下去，如果 m =2k，那么到最后有 u 一。= ： =2k一1，此时还剩下最后一种颜色 m，且 

u的关联边至少还有 1条，因此V2k-I 必着某色 2 (1≤ <后)．因为，若'U2k-1 着色2i一1(1≤i< 

后)，则与引理 1(2)矛盾．如果m=2k一1，那么到最后将有u 强一 = ： ：2k一1，此时m种颜色已用 
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完，因此仍将有 1)2k_1口址着某色 2 (1≤i<JI})．于是(1)成立． 

(2)设Fl=1．z1 l l U Ul l，，l， =U2t)2VJ2 U U2 ，并且 t)1 l=X1，，l=t)2W2=xzY2=1．如果 ，l 

和 是相交的，设交图为 H 按对称性 ，只有下列两种情况发生：要么11, ∈V(H)，因为11, ≠11, ，所以可 

设 11,l=口2，考察 ，l的正规花瓣 11,1口l l，因为 l l=lr)2'W2=l，推出1号色在 11,l上表现，与引理 l(2)矛 

盾；要么，口 ∈V(1-i)并且 口 ≠11, ，不妨设 口 = ，同样可得到与引理 1(2)矛盾． 口 

2 主要结果 

命题 1 设 K 是 ，1个顶点的完全图，m=[ +1]，那么当，l≥22，或者，l=7，lo，13，14，16，17， 

l9，20时，K 关于m不满足5色 条件，即有 ，1)>÷，l+1． 

证明 考察 K 的任一 m边着色，设E ，E ，⋯，E 是K 的一个m边色分类．如果K 关于该 m边着 

色满足5色 条件，按引理2，对每一个E，都有I巨I≤[÷，1](i=1，2，⋯，m)，从而K oo最多可着 

色边数为m×[÷n]，而 (G)： ．下面，对n分6种情况讨论： 

(1)，l=6k，则m×[÷，1]=(4k+1)4k， (G)=3／,(6／,一1)．于是当JI}≥4时，有m×[÷，1]< 

(G)，即满足5色 条件的 边着色不存在．此时，／1,=24，30，⋯． 

(2)，l=6k+1，则m×[÷，1]=(4k+1)4k， (G)=3／,(6／,+1)．总有m×[÷，1]< (G)．所 

以 ，／1,=7，13，19，⋯． 

(3)，l=6k+2，则m×[÷，1]=(4k+2)(4k+1)， (G)=(3k+1)(6k+1)．于是当JI}≥2时， 

有m×[÷，1]< (G)．所以，，l=14，20，⋯． 

(4)，l=6k+3，贝0，n×[{-_，1]=(4k+3)(4k+2)， (G)=(6k+3)(3k+1)．于是当JI}≥4时， 

有m×[÷，1]< (G)．所以，，l=27，33，⋯． 

(5)，l=6k+4，则m×[÷，1]=(4k+3)(4k+2)， (G)=(3k+2)(6k+3)．总有m×[÷，1] 

< (G)．所以，／1,=27，33，⋯． 

(6)，l=6k+5，贝0，n×[÷，1]=(4k+4)(4k+3)， (G)=(6k+5)(3k+2)．于是当JI}≥2时， 

有m×[÷，1]< (G)．所以，，l=l7，23，⋯． 口 

定理 1 对 t／,=7，8，9，10，有 ，1)=／1,一1． 

证明 9)=8是已知的，由命题1 7)>÷×7+1，所以 7)≥6，又因 7)<7， 7)=6． 

下面证 10)=9．假定 K 。有一个满足5色 条件的8边着色，按引理3(1)，对于K 。的 lO个顶 

点相应的有 lO个2瓣正规花形图，且每一个的外边都具相同的颜色．由于是8边色的，所以至少有两个 

2瓣正规花形图的外边具相同的颜色，设为， 和 ，它们的外边同着1号色，由引理3(2)知， 和 是 

不相交的，所以 1,1(F U Fz)=10，再按引理 1(2)可知，此时 1号色只能着4条边．由于还有8个外边同 

色的2瓣正规花形图，但只有7种颜色，因此必定还有2个外边同色的2瓣正规花形图，设为，，和 ，它 

们的外边同着2号色，同样2号色也只能着4条边，还剩下6种颜色，按引理2，每种颜色至多可着[÷× 

10]=6条边．所以，K 。的满足5色 条件的8边着色最多可为K 。着6 X 6 X+2 X 4=44条边，但K 。 
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有45条边，所以，K 。不存在满足 5色 条件的8边着色，即 10)≥9，而，(ao)<10，故，(10)=9． 

同样的方法可证厂(8)=7． 口 

命题 2 对 n=8，9，11，12，15，18，21，有厂(n)> +1． 

证明 当n=8，9，10时，因厂(n)=n一1，故有厂(n)>÷n+1．而厂(11)≥厂(10)=9，所以'，(11) 
1 

>÷ ×11+1． 
j 

当r／,=12时，假定K ：有一个满足5色 条件的9边着色，按引理 3(1)，对于K ：的12个顶点相应 

的共有 12个2瓣正规花形图， ，F：，⋯，F ：，且每一个的外边都具相同的颜色．由于是9边色的，再结合 

引理 3(2)，则至少有 3对2瓣正规花形图，使每一对的外边都具相同的颜色，设为 F： 和 F：；，它们的外 

边同着 i号色(i=1，2，3)，由于F： 和 F：；是不相交的，所以 (F2 u F： )=10，而 r／,=12，再按引理 

1(2)和引理2可知，此时i号色最多只能着5条边(i=1，2，3)．剩下的6种颜色，按引理2，每种颜色至 

多可着[÷ ×12]=8条边．所以，K ：的满足5色 条件的9边着色最多可为K ：着6×8+3×5= 

63条边，但K 有66条边，所以，K 不存在满足5色 条件的9边着色，即厂(12)>÷ ×12+1． 

当r／,=15时，同样假定K 5有一个满足5色 条件的 11边着色，按引理3(1)，对于K 的 15个顶 

点相应的共有15个2瓣正规花形图F ，F：，⋯，F ，且每一个的外边都具相同的颜色．由于是11边色的， 

再结合引理3(2)，则有下列3种情形发生：①有两组2瓣正规花形图，每组有3个2瓣正规花形图，并且 

每组的外边都具相同的颜色，此时还剩下9种颜色，此种类型记为(3，3，9)型．② 有一组2瓣正规花形 

图，该组有3个2瓣正规花形图，它们的外边都具相同的颜色，同时有2对2瓣正规花形图，使每一对的外 

边都具相同的颜色，此时还剩下8种颜色，此种类型记为(3，2，2，8)型．③至少有4对2瓣正规花形图， 

使每一对的外边都具相同的颜色，此时还剩下7种颜色，此种类型记为(2，2，2，2，7)型．在情形① 中， 

对于剩下的9种颜色，按引理2，每种颜色最多可着色10条边，而按引理1(2)，对于每组外边着色相同的 

3个2瓣正规花形图，该色恰可着色6条边．所以， 最多可着色边数为9×10+2×6=102．类似的， 

在情形② 中，K 5最多可着色边数为8 X 10+2 X 7+1 X 6=100．情形③ 中， 最多可着色边数为7 

X 10+4×7=98．而 5有105条边，故厂(15)>÷ X 15+1． 

利用同样的方法，对 r／,=18和n=21的情形进行讨论． 

当r／,=18时，设 K 8有一个满足5色 条件的13边着色，按引理3(1)，对于K 。的 18个顶点相应 

的共有 18个 2瓣正规花形图 F ，F：，⋯，F 。，且每一个的外边都具相同的颜色．由于是 13边色的，再结 

合引理3(2)，则有下列3种情形发生：①有两组2瓣正规花形图，每组有3个2瓣正规花形图，并且每组 

的外边都具相同的颜色，同时有 1对2瓣正规花形图，外边也具相同的颜色，此时还剩下 1O种颜色，此种 

类型记为(3，3，2，10)型．②有一组2瓣正规花形图，该组有3个2瓣正规花形图，它们的外边具相同的 

颜色，同时有 3对2瓣正规花形图，使每一对的外边都具相同的颜色，此时还剩下 9种颜色，此种类型记 

为(3，2，2，2，9)型．③ 至少有5对2瓣正规花形图，使每一对的外边都具相同的颜色，此时还剩下8种颜 

色，此种类型记为(2，2，2，2，2，8)型．利用上述同样的方法进行计算可得，在情形 ① 中， 。最多可着色 

边数为10 X 12+1 X 9+2 X 8=145．情形② 中， 8最多可着色边数为9 X 12+3 X 9+1 X 8=143． 

情形③ 中，K 8最多可着色边数为8×12+5×9=141．而 8有153条边，故厂(18)>T2×18+1． 

当 r／,=21时，设 有一个满足5色 条件的 15边着色，按引理 3(1)，对于 的21个顶点相应 

的共有21个2瓣正规花形图F，，F：，⋯，F： ，且每一个的外边都具相同的颜色．由于是15边色的，再结合 

引理3(2)，则有下列7种情形发生：①有两组2瓣正规花形图，每组有4个2瓣正规花形图，并且每组的 

外边都具相同的颜色，此时还剩下13种颜色，此种类型记为(4，4，13)型．②有一组2瓣正规花形图，该 

组有4个2瓣正规花形图，其外边都具相同的颜色，另有一组 2瓣正规花形图，该组有3个2瓣正规花形 
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图，它们的外边也具相同的颜色，同时有 1对2瓣正规花形图，外边同样具相同的颜色，此时还剩下 12种 

颜色，此种类型记为(4，3，2，12)型．③有一组2瓣正规花形图，该组有4个2瓣正规花形图，它们的外边 

都具相同的颜色，同时有3对2瓣正规花形图，使每一对的外边都具相同的颜色，此时还剩下 11种颜色， 

此种类型记为(4，2，2，2，11)型．④有三组2瓣正规花形图，每组有3个2瓣正规花形图，并且每组的外 

边都具相同的颜色，此时还剩下12种颜色，此种类型记为(3，3，3，12)型．⑤有两组2瓣正规花形图，每 

组有3个2瓣正规花形图，并且它们的外边都具相同的颜色，同时有两对2瓣正规花形图，使每一对的外 

边都具相同的颜色，此时还剩下11种颜色，此种类型记为(3，3，2，2，11)型．⑥有一组2瓣正规花形图， 

该组有3个2瓣正规花形图，它们的外边都具相同的颜色，同时有4对 2瓣正规花形图，使每一对的外边 

都具相同的颜色，此时还剩下10种颜色，此种类型记为(3，2，2，2，2，10)型．，⑦至少有6对2瓣正规花 

形图，使每一对的外边都具相同的颜色，此时还剩下9种颜色，此种类型记为(2，2，2，2，2，2，9)型．采用 

同样的方法计算可得下述结果，在情形① 中， 最多可着色边数为13×14+2×8=198．情形② 中， 

最多可着色边数为12×14+1×11+1×10+1×8=197．情形③ 中， 最多可着色边数为1 1× 

14+3×11+1×8=195．情形④ 中， 1最多可着色边数为12×14+3×10=198．情形⑤ 中， 1 

最多可着色边数为 11×14+2×11+2×10=196．情形⑥ 中， 最多可着色边数为 10×14+4× 

11+1×10=194．情形⑦ 中，K21最多可着色边数为9×14+6×11=192．而 有210条边，故厂(21) 

>了2 ×21+1
． 口 

由命题 1和命题 2即可得到下面的定理 2． 

定理2厂(n)>÷n+1，(n≥7)． 
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The Edge Coloring of the Complete Graph Satisfying 

the Five·Color Condition 

TANG Ming—yuan 

(Mathematics and Sciences College，Shanghai Normal University，Shanghai 200234，China) 

Abstract：Let be a complete graph with n vertices，，(n)the smallest positive integer satisfying the following condition：For 

any positive integer m≥，(，1)，there is an m-edge coloring of ，such that every in gets at least 5 colors．Erd6s and 
1 

Gy6rf6s gave the upper‘lower bound off(n)：寺n<厂(n)<n；and provedf(9)=8．In this paper，We prover(10) 

= 9，and improve the lower bound off(n)：厂(n)>{一n+1． 
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