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两个完全图 和 关于 一粘合的色等价类 

龚和林 

(上海师范大学 数理信息学院，上海200234) 

摘 要 ：设 G的色多项式为 P(G，A)：A幻(A一1)h⋯ (A一，n+1)km-1(A—m)·一(A一12 

+1)，其 中，m≤ 12，且 k =1或2(i=0，1，⋯ ，m一1)，且 ko≤ k1≤ ⋯ ≤ k 一1．本文给 

出了几类由上述形式色多项式决定的广义树，并证明了 {{ ， }，{ }l是一个完全类当 

且仅 当 r：m 一1或 in． 
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本文所涉及的图均为有限无向简单图， (G)， (G)， (G)， (G)分别表示图G的顶点集、边 

集、团数和色数．N(／t)表示／t在 G中邻点集的导出子图，G u H表示 G和日的并图，G[S]表示由顶点 

子集 s导出的G的子图，P(G，A)表示 G的色多项式，简记作P(G)．若日满足P(／4)=P(G)，称H 

与 G色等价．如果由P(H)=P(G)可推得H兰G，则称 G是色唯一的．其它未见解释术语和概念见参 

考文献 [1]，[2]．设 c是 G的一个圈，l (C)l≥4，若 G[ (C)]=C，称 C是一个无弦圈．若G没 

有无弦圈，则称 G是一个弦图．设 G =K 是一阶广义树，对 n≥2，设 l (G)l=n，归纳地定义n 

阶广义树，若存在 ∈ (G)，使G[N( )]= c G一 ，并且 G一 是广义树，则称G是 n阶广义树， 

简记为 G ．由[3]广义树即连通弦图．唐明元在 [4]中给出了广义树的色多项式，并证明了有与广义 

树色等价的非广义树存在；下面引进色等价类和完全类的概念 [5]，设 { }={{G。，G ，⋯ ， 

G }，{ ，K ⋯，K }}，则 { 劈}表示由 {{G。，G ，⋯ ，G }用 {K K ⋯，K }在不同位置以 

不同顺序粘合所得到的图的全体所成之集．称 { I为由 和 所产生的色等价类．显然，对任意 

的G∈ { }，P(G)是相同的．若 与 { 劈 }中图色等价，称 日色等价于 { }．若 日色等 

价于 { 劈}，可得H∈{ }．称 { 形 }是一个完全类．xu在[5]中首先提出完全类的概念，将 

色唯一性问题的研究推广到更一般的情形．Chao，Li和Xu在[6]中证明了q一树是由它的色多项式所 

决定的，即 {{m + }，{(m一1) }l是一个完全类；方影在[7]中给出了广义树和相应的色等价类是 

完全类的等价关系，并证明了存在非广义树色等价于 {{ ， + }，{ }}(3≤r<n一1)本文将其结 

论推广，给出了一类由色多项式决定的广义树；获得并证明了色等价类 {{K ，K }，{ }}(0≤r≤m 

≤n)(r=0时，定义 {{K ，K }，{K }}={K u K })是一个完全类当且仅当r=m一1或 m． 

1 预备知识 

定理 A⋯ 每个k一色图都有 k一临界子图K，且满足 l ( )l≥k， ( )≥k一1． 

定理 B 若P(H )=P(H )，则△( )=△( )．其中△( )和△( )分别表示H 和Ⅳ 

中的三角形个数． 
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定理 C⋯ 设 G的色多项式为 P(G)=A(A一1)⋯ (A—i+1)(A—i) (A—i一1)⋯ (A一凡 

+1)(1<i<凡一1)．那么，当i=2时，G为广义树，其它情况均存在非广义树 H，且∞(H)= ， 

使 P(H)=P(G)． 

定理 D L7 设 G的色多项式为 P(G)=A(A一1)⋯ (A—i一1)(A—i) (A—i一1) ⋯ (A一凡 

+1)(1≤ i<凡一1)．则：(1)当1≤ i≤3时，G是广义树．(2)当3<i<凡一1时，存在非广义树 

日，且 (H)=凡，使尸(H)：P(G)． 

引理1 L3 设 和 是两个广义树，r≤ rain{ ( )， ( )}，则 H 和日 的 一粘合也是 

广义树． 

引理2 设 G是连通图，且 G不是广义树，则 G和K+ 的 ；一粘合也不是广义树． 

证明 设 是 G和K+ 的K 一粘合，G不是广义树，由定理A知，G含无弦圈c l( (C)l≥4)． 

令 N=l (C)n (Ki)l则 N≤2，否则，若N≥3，因这 』l、r个点彼此邻接，这样c含三角形，即 c含 

弦，矛盾．又当N =0，1或2时，任意两点在 G中的邻接关系在G和K+ 的K 一粘合后没有发生改变， 

所以 也含无弦圈 C，由广义树定义， 不是广义树． 

弓l理 3 设 P(G) = A (A ～1)⋯ (A —i+1)(A — i) (A — i一1)⋯ (A 一凡 +1) 

(1<i<凡一1)，则 G必定是K 和某个 ⋯ 关于K 的粘合． 

证明 由条件可知 ，l (G)l=凡+1，因 P(G，凡一1)=0，所以 G是 凡可着色的．设 ， ，⋯ 

为 G的一个色分类．则 l l≥ 1(i=1，2，⋯，凡)．又 l (G)l=凡+1，所以必存在 (凡一1)个色类 

是单点集，设 = }(i=1，2，⋯，凡一1)， ={ ， }．则 G[{ ，⋯ ， 一 }]= 一 ，否则， 

将不相邻的两点并成一类，便得到 G的一个 n一1的色分类，即G是(n一1)一可着色的，与P(G，凡一1) 
： 0矛盾．另外， 中至少一点与 ，⋯ ， 都相邻，否则，设 ， 与 ， 不相邻，那么由 { ， } 

， { 川 ， ，}各自去替换原有的色类 }，{ }，可构成 G的一个 (n一1)的色分类，矛盾．于是，不妨 

设 与 一， 一 都相邻，则 G[ ，⋯ ， 一 }]=K ，由于N( 川)c G[{ ，⋯， }]=K ，因 

而，G[N( +。)]是一个完全图，不妨设为 ，进而可知N( + )+ 是具有 +1个顶点的完全图 + 

那么，G是 K 和 + 的 一粘合，则 P(G)=P(K)P( + )／P( )=A(A一1)⋯ (A一凡+1)(A 
— s)，则 s=i．由上述推导，引理得证． 

引理 4 设 G的色多项式为 P(G，A) = A(A一1) (A 一2) (A一3) (A 一4)⋯ (A—n+1) 

(凡≥4)，则 G是广义树． 

证明 由已知条件，I u(G)I=n+3．则 (G)=rain{A I P(G，A)>0}=凡，即G是凡一可着 

色的，G含 凡一临界子图 ，由定理 A知，l (K)l≥凡，6(K)≥ 凡一1．又 (A一1) l P(G)，但 (A 
一 1) 不整除P(G)，则 G有且只有一个割点，不妨设为“，因而 G有且只有两个块，记为B ，B：，则 “ 

∈ (B )(i=1，2)，即G是 B 和B：的关于 ／／,粘合，不妨设 c B ，则 l (B )l≥ l (K)l≥凡， 

且 l (B：)l≥ (B )l，否贝U，l (B )l≥ l (B：)l≥ 凡，习『j么，l (G)I=l (B1)l+l (B：)l一1= 

凡+3，于是 ，l (B )l+l (B：)l=凡+4≥ (凡+1)+凡=2n+1，则 凡≤ 3，矛盾．从而 B 含有临 

界子图 ，这样，由定理 A知，I (B )l=l (G)l—l (B )l+1≤4，由于 B 是非平凡的块 ，因此， 

l (B )l≠ 1．下对 l (B )l进行分类讨论 ： 

(1)若 l (B )l=2，则B = ，其中／／,∈ ( )，此时，G由 ：和 作 粘合而得，其中 ： 

为具有凡+2个顶点的图，则 P(G)=P(B：)P( )／P(K )由已知条件及上式可推得 P(B ，A)=A 

(A一1)(A一2) (A一3) (A一4)⋯ (A一凡+1)，由定理 D，B 为广义树，又由引理 1，G为广义树． 

(2)若 l (B )l=3，由B 是块，则 B =K3，G是由B：和 作 粘合而得到的图，其中B 为 

具有 n+1个顶点的图，则 P(G)=P(B：)P(K，)／P(K )．由条件推得，P(B ，A) =A(A一1) 

(A一2)(A一3) (A一4)⋯ (A一凡+1)，由引理3，B：必是K 和某个 关于 一的粘合，因而， 

为广义树，又由引理 1，G为广义树． 

(3)若 l (B )l=4，则 △( )≤ 4，设 G。是 和 的 一粘合，则 P(G。) = 

P(K)P( )／P(K )．由定理B知，△(G)=△(G。)=C：+c；，由于△(G)=△( )+△( )，及 
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I (B：)I=n，A(B：)≤C：，则B = ，B：= ，G是K和 的K 一粘合 ，由引理1，G是广 

义树． 

综上所述，引理4结论成立． 

2 色等价类 {{K ， }，{K }}的特征 

定理 1 设 G的色多项式为 P(G，A)=A‰(A一1) ⋯ (A —m+1) (A—r， )⋯ (A—n+1)， 

其中，m≤ n，后。≤后 ≤ ⋯ ≤后 ，且 后 =1或 2(i=1，2，⋯，m一1)．令 r为序列 }中第一 

个为2的元素的下标，则： 

(1)当r=0时，存在非广义树 日，使 P(I-／)=P(G)． 

(2)当 1≤r≤ m一2时，当m>5时，存在非广义树 日，使 P(H)：P(G)；当2<m≤5时，且 

(r，m)≠ (1，5)，(2，5)时，G为广义树． 

(3)当r=m一1时，并且r≥ 1时，G为广义树，并且 G是色唯一． 

证明 对 r分类讨论： 

(1)r=0 

当，n≠ 1时，P(G，A)：A (A一1) ⋯ (A一，n+1) (A一，n)⋯ (A—n+1)．令H=K U lm， 

显然，P(I-／)=P(G)．但 风 不连通，所以风 不是广义树；当m =1时，P(G，A)=A (A一1)⋯ (A 

— n+1)，则G的两个连通分支中有一个是K】，否则，将导致 (A一1) l P(G)矛盾，即G=K U K ． 

显然，G为广义树． 

(2)1≤ r≤ m一2． 

(2．1)当，n>5时，贝U P(G)=A(A一1)⋯ (A—r+1)(A—r) ⋯ (A一，n+1) ⋯ (A—n+ 

1)．若 r=m一2，由定理 D知：存在非广义树日，并且 (H)=n，使 P(H)=A(A一1)⋯ (A—m 

+3)(A—m+2) (A—m)⋯ (A—n+1)，下证r<m一2的情形，因为 (I-／)>n>m一1，令Ⅳ‘ 

为 一：和的 一3一粘合，且P(H )=P(G)=A(A一1)⋯ (A一，n+3)(A一，n+2) (A一，n)⋯ (A 
— n+1)，由引理2，H 为非广义树，这样，当r=m一3时，结论成立，依次类推，可得当 1≤r≤m 
一 2，并且m >5时，结论成立． 

(2．2)当2<m≤5时，当 (m，r)=(5，3)，(4，2)，(3，1)时，由定理 D，结论成立．当 (m，r)= 

(4，1)时，此时，P(G，A)=A(A一1) (A一2) (A一3) (A一4)⋯ (A—n+1)．由弓I理4知，G为 

广义树． 

(3)r=m 一1，且 r≥ 1 

此时，P(G，A)=A(A一1)⋯ (A— +2)(A— +1) (A—m)⋯ (A—n+1)．由弓I理 3，G 

必定是 和 的 一 一的粘合，从而 G是广义树，并且 G是色唯一的． 

综上所述 ，结论成立． 

定理2 色等价类 {{ ， }，{ }}是一个完全类当且仅当r=m一1或 m． 

证明 由色等价类概念得：V G∈ {{ ， }，{ }}，由引理1，G是一个广义树，并且 G的色多 

项式 P(G)=A(A一1)⋯ (A—r+1)(A—r) ⋯ (A—m+1) ⋯ (A—n+1)．下对r分类讨论： 

(1)当r=0且 m≠ 1时，由定理 1，存在非广义树色等价于 G，从而，{{K， }，{ }}不是一 

个完全类． 

(2)当 1≤ r≤m一2时，对 m分类讨论： 

(2．1)当m>5时，贝 P(G)=A(A一1)⋯ (A—r+1)(A—r) ⋯ (A—m+1) -··(A—n+1)， 

由定理 1结论，存在非广义树日，使 P(G)=P(H)．因而 {{ ， }，{ }}不是完全类． 

(2．2)当，n≤5时，P(G)=A(A一1)⋯ (A—r+1)(A—r) ⋯ (A一，n+1) ⋯ (A—n+1)， 

考虑到 V Q∈ {{K， ，⋯， 川}，{ ⋯， }}， 
，n+1 ，n一1 

P(Q)=P(K )1-I P(K。)／1-I P(KI)=P(G)．显然，{{K ，K }，{K }}c{{K ，K 。+。，K 。， 
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⋯

，K川 }，{ ⋯， +．，K }}，{{K ， }，{K }}不是一个完全类． 

(3)当 r=m一1时，对 m分类讨论 ： 

(3．1)当 ，n≠ 1时 ，此时，P(G)=A(A一1)⋯ (A—r+1)(A —r) ⋯ (A一，n+1) ⋯ (A一／／, 

+1)，由定理 1知，G是 K 和K 关于 的粘合，{{K ， }，{ }l是一个完全类． 

(3．2)当m=1时，即r=0，{{K ，K }，{ }}=K u K ，由定理 1的(1){{K ，K }，{K，}} 

是一个完全类． 

(4)当r=m时，{{K ，K }，{K }}：{K }，由于K 是色唯一的，{{K ，K }，{K }}是一个完 

全类． 

推论 设色等价类 { }={{K，K ， }，{ ， }l(4≤i≤ ≤k≤m≤ rz)，则 { } 

是一个完全类的充要条件是 i=k=m 一1或 i：k=m． 

证明 显然，V G∈ { }，由广义树的定义和引理 1，G是广义树，且 G的色多项式为P(G)= 

P(K )P(K )P(K )／P(Kj)P(K。)=A(A一1)⋯ (A—i+1)(A—i) ⋯ (A一 +1) (A一 ) ⋯ (A 
— k+1) (A —k) ⋯ (A一，n+1) (A一，n)⋯ (A 一／／,+1)． 

下对 i(i≥4)分类讨论：(1)当 < 时，(A—i) (A—i一1) l P(G，A)．(2)当i= <k时， 

(A —k+1) I P(G)，对于上面的(1)和(2)分别应用 由定理 c和定理 D，均可构造非广义树 ，使 

P(H)=P(G)，但H { 吲 ，所以 { 吲 不是一个完全类．(3)当i=／=k<m时，{{K ， ， 

}，{ ， }}={{K， }，{ }l，由定理2知，{ 吲 是一个完全类当且仅当k=m一1．(4) 

当 i= =k=m时，则 {{K ， ， }，{ ， }l={K}，显然，{ 吲 是一个完全类． 
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The chromatically equivalent classes on the K 一gluing 

of two complete graphs K
n 
and Km 

C0NC He—lin 

<Mathematics and Sciences College，Shanghai Normal University，Shanghai 200234，China) 

Abstract：Let G is a finite，undirected，simple graph with the chromatic polynomial P(G，A) = Ak。(A 一 1) 1．．． 

(A—m +1) m一 (A—m)⋯(A一凡+1)，where，m≤凡，k．=1。r2，k。≤kt≤ ⋯ ≤k
m —t ， This paper glve su伍cient con— 

ditions on which G is a generalized tree
， Furthermore，this paper prove that the necessary an d suffi cient condition for that the 

chromatically Equivalent Class{{K， }，{ }}(0≤r≤m≤n)is a complete class if and only ifr=m一1 orm． 

Key words：chmmatical polynomialchromatic uniqueness；generalized tree；complete class 
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