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摘 要 ：设G 是 阶广义树，则P(G )一 (̂̂一1)1_．一(a--m) ，其中1+r_+⋯+ 一 ，且当 

>1时，̂≥ 1( 一 1，2，⋯， )设 色等 竹 粪 ( ， J一 {{r K2_rrK⋯ r K )，{(r．一 1)K1， 

K⋯  K ) 证明了 ．如果 P(G)一P(G )，则 G是一棵广义树 当且仅当 i ， )是一个完全 

类 在 n一 ．一2， = 1( ≠i， +1)时，同样证 明了，如果 1≤ ≤ 3，则 G是一棵广 义树．而当 

3< <n一1时 ，给出了 G的两种类型 ：一种是广义树 ，另一种是非广义树． 
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0 引 言 

设 G是有限无向的简单图． (G)(或 『Gf)，e(G)和 t(G)分别表示 G的顶点数、边数和 G 

中三角形个数， (“)表示顶点 “在 G中邻点集 的导出子图．G+日 表示 G与 H 的联图 

G[S]表示由顶 电子集 S导出的 G的子图 ，G一 表示从 G中删去边 ，G。 表示收缩边 所 

得到的图．w(G)表示 G的团数 ，尸(G， )表示 G 的色多项式 ，简记作 P(G)．若图 H 满足 

P(H)一P(G)，则称 H 与 G色等价．其他没有 出现的术语 见[1，2]．设 一{G。，G 一，G }， 

一 {K 一K． )，则{ ， )表示由G。，G --，G 用 K ⋯K． 在不同位置 不同顺序粘合所 

得到的图的全体所成之集．称为由 和 所产生的色等价类．显然，对任意 G∈{ ， )， 

P(G)是相同的．若 H 与{ ，一 )中的图色等价 ，则称 H 色等价于{ ，一 ．由 个图 G作成 

的类 {G，⋯，G)记作 {kG}．设 G 是一棵 n阶广义树，则 P(G)= ( 一1) --( 一m) ，这里1 

+^+⋯+ 一 ，并且当 n>1时 ， ≥1( =1，2，⋯，m)([3]，定理1)．本文绐出了广义树和 

完 全类之 间的联系，即若 P(G)一P(G )，则 G是广义树当且仅 当({r『K ，rIK⋯  K +．)， 

收稿 日期 ：2000—01—12 

基金项 目；上海市高等学校科挫发展基金资助项 目(99D01) 

作者简介 ：方影 (】965一)，第二军医大学基础部讲师 

n7 以 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第2期 方影 两个完全图 B 和 + 关于 K，枯台的包等价娄 

{( 1)K ，r2K。，， K )}是 一 个 完 全 类．并 且 对 广 义 树 的 色 多 项 式 在 

— +l一2(1≤ ≤n一1)，其余 rI=1( ≠ ， +1)时，进行了研究．当1≤ ≤3时 ，G是一裸广义 

树 ；当3< <n一1时 ，给出了G的两种类型． 

1 广义树和完全类 

定义1H 设 G 一K 是1阶广义树 ，对 n≥2，设 (G)一n，归纳地定义 阶广义树 ，若存 

在 ∈口(G)，使 Ⅳ( )--K ~G v(1≤g≤n--1)，并且 G一 是一裸 ”一1阶广义树 ，则称 G是 
一

棵 n阶广义树，记作 G ． 

定义2 设 c是图G的一个圈，lCf≥4，若 o[v(c)]一c则称 c是 G的一个无弦 圈 

若 G没有无弦圈，则称 G是一个弦图． 

定理 A ] G是一棵广义树当且仅当 G是一个连通弦图． 

定理3 设 ( ， )是由 和 一 所产生的色等价类 ，若对任意色等价于{ ， 的 

图 H，都有 H∈( ， )，则称( ，一 )是一个完全类． 

由定理 A即得下列引理1 

引理l H ，Hz是两棵广义树．r≤rain{w(H )，w(H ))则H 与 H 关于 K，的粘合还是 
一 裸广义树． 

定理l 设 H 是一个具有 n个顶点的简单图 ≥3)，则下列条件等价 ： 

(1)若 P(H)=P(G )，则 H 是一棵广义树． 

(2){ ，,gff )一 {{r K ，r2K K +．}，((r 1)K1，rzK ，，r州K ))是一个 完全类 ． 

证明 对 n=1+ +⋯+ 进行归纳，当 =3，则 r +⋯+ 一2．于是 m≤2．有两种情 

形． 

情形 I m一1，n一2 

路．显然 ( ，一 )是完全类 

情形 Ⅱ m：2，则 r． 

( ，,gff)也是完全类． 

此 时{ ， )一{{K ，K )，{K })仅 含 一个 图 ，即 长为2的 一条 

r2=1．此时{ ， )一 f{K。，K )，{K。})仅含一个 图 K ，并且 

归纳假设 n一1时结论成立．看 ”情形 ，设 H 与( ，一 )色等价，则 H 的色多项式为 

cH =；筹 一 c 一 c 一z ⋯c m ． 
按条件 (1)．14是一棵广义树 ，这样，存在 口∈14，使 Ⅳ )--K G一 ，并且 G--v是一棵 — 

l阶广义树．而 H 是 H一口与 K⋯ --N(v)+ 关于 K 一Ⅳ( )的粘合，于是 ，P(1-1)一P(日一 

)( 一q)．固此，q一某个 i，而 P(H一口)=A(A--1) ·-(̂一z) ～⋯( 一m) ．由于 ／4u 是广义 

树，所以 一1≥1．相应的色等价类为 { ．， 1)=f{r1K ，⋯ ， 1 ，( 一1)K⋯ ， 一1K ， 
⋯ ，r州K一1}，{( 一 1)K1， K2，⋯ ，rH K卜1，( 一 1)KJ， +1KJ斗l，⋯， K ))．而 1+r1+ ⋯+ 

( 一1)+⋯+ 一n一1．按归纳假设 { ． ．)是一个完全类．从而 ／4一 ∈( ， )，并且 

H ∈{ U{KⅢ十 ， 。U{K )}．于是可在粘合 ／4一 过程 中，在适当时候先用 K 粘合 K，+．， 

而使 H∈{ ， )，这样{ ， )是一个完全类． 

(2) (1) 设{ ， )是一个完全类 ，并且 P(H)=P( )．对 口(H)： 进行 归纳．当 
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一 3时，有 m≤2．同样分两种情形讨论． 

情形 I m一1，则 r_=2，即 P(H)一 (̂一1) ．则 H 是一棵树 ，当然是广义树． 

情形 Ⅱ 一2，则 r1一r =1，此时 P(H)= (̂ ～1)( ～2)，即 H=K。．故 H 是一棵 广 

义树． 

归纳假设 (H)< 时结论成立 ，看 (H)— 情形． 

设 P(H)一P(G )．由于对任意 G∈( ， }，有 P(G)一P(G )，故 H 与 { ， )色等 

价．又同{ ，一 )是一个完全类．所以 H∈{ ，一 )．由于每次粘合过程总是两个图关于某个 

完全图的粘合 ，因此 ，H 的最后一次粘合应是两个图 H 和 H 关 于某个 ，的粘合．于是可 

设 H ∈ f{ ，r2 ，⋯，( 一a)K +L)，{(九一1) L，r K 2，⋯ ，( —a)K ” ，H2∈ f{n ， 

一  一 ，⋯， ． )，{(Ⅱ一1)K”T'j+1K ，⋯ ，r K ))，并且 H 是 H 和 H 关于 的粘合． 

显然 ， 

P(H L)一 a(g一 1)__⋯ (̂ 一 i+ 110一 (̂ ～ t) 一． 

由于1+r·+⋯+ — +( ～n)<1+r +⋯+r州一 ，按归纳假设 ，H 是一棵广义树，并且 

P(H 2)一 (̂ 一 1)⋯ (̂ 一 i+ 1)( ～ ) (̂ 一 i一 1)0+-．．·(̂ 一 ) ． 

而1+⋯+1+n+r⋯ +⋯+r娲≤1+r。+⋯+ = 等式成立当且仅当 一⋯ 一 =1， = 

n．当不等式成立时，按归纳假设 ，H 是一棵广义树．按引理1，H 是广义树 ，当等式成立时，则 

P(H )一 ( 一1)⋯ ( —H一1)，故 H。一K．．而 H =H，故此时 H 是 H 的子图．从而 H。∈ 

{ ， }．再对 Hz重复 H 的工作．可得 H 是两个图 H。和H 关于 的粘合．如此继续下 

去 ，最终必定只有两种情形，要么 H 是两棵广义树 的 ，一粘合．从而 H 是广 义树，要 么 r 

(H)一 (̂̂一1)⋯ (̂一m+1)(A—m) ，则 H 是一棵 m一树 ，故 H 是一广义树． 口 

2 K 与 K．+z觇 K 一粘合 

定理2 设 图G的色多项式为 

P(G)= ( 一 1)⋯ ( 一 0 (̂ 一 i一 1) ⋯ (̂ 一 + 1)(1≤ i< 一 1)． 

则 G必定是下列两种类型之一． 

(1)G是通过先由 与 ，作 ．一粘合 ，再与 作 一粘合所得到，此时，G是一棵 

广义树． 

(2)设 H =K + ，H =K +u令 H 是 与 H 的 一粘合．则 G是先由 H 与 H。作 

K 一粘合，然后再连接 与 得到 ，其中 r，s和 i满足下列条件： 

4(r—p)+1，4(s—p)上 1都 是完 全平 方 数，s—r+1-4- 百= 雨 ，i=r 

． 而 p— I(Ⅳ )一 )n(Ⅳ )～ )I，使 ，，>p． 

证 明 由 尸(G)一 (̂ 一1)⋯( 一 ) ( 一 一1)。⋯ (̂一 +1)可知 (G)= 一2．s(G)= 

(：】+ + ，r cG = )-一( )+ 】一(：】+i2．因，cG >。，所以G是 可着色的． 
设 V ，V ”，V 是 G的一个色分类 ，则 『V 『≥1( =1，2．⋯， )．困 (G)一 +2，所以，必存 
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在 n一2个色类是单元集．设 V．一{q}0=1，2，⋯，一一2)．下面分两种情况进行讨论． 

情形 I —1一佃 )，V 一( ， +1，“+。)．因 P(G， 一]】一O，所 G[ ，⋯，口 1]一 

K ．否 则 ，将 不 相 邻 的 两 点 合 并 成 一 类，可 得 G 的 一 个 ( 一 1)色 分 类．这 样， 

P(G， 一1)>O，矛盾．并且，此时在 中存在一点与 --， 一 都相邻 ，否则 ，设 ， + ， 

+ 分别与 ， ， 不相邻(1≤ < < ≤ 一1)．可作新的类 V． 一{ )，V ’一 { ， + )， 

V 一{n +：}，则可得 G的一个 一1)色分类，同样与 P(G， 一1)一0矛盾．设 与 72 一， 

口 都相邻，则 G[ 一， ]--K ．于是，可设 lN(v )l—r≥1，{Ⅳ(“+ )l一 ≥1，则Ⅳ(" ) 

+ + --K⋯ ，Ⅳ(“+￡)+ =K ，于是 ，先将 K 与 K⋯ 作 K，一粘合 ，再与 K J+】作 K 粘 

合，即得到 G，并且 P(G)一 (̂ 一1)⋯ (̂一 +1)( 一r】( 一 )．这样 ，要么 r— ， 一 +1；或 r 

—  +1，s=i，此时，G为第 (1)类型的图，即 G为一棵广义树． 

情形 Ⅱ V 一 一I +L}，V 一 +2}． 

因 P(G，n一1)一0，故 ⋯ 和 中都至少有一点与 --，“一 都相邻．否则，设 一．中 

点 一 ， 分别与 ， 不相邻 ，这样 ，可作 V ={ ， )， ={ ， + ．这是 G的一个 ( 
一 1)色分类，与 P(G， 1)=0矛盾．设 一 和 分别与 ，⋯，口 都相邻 ，即G 一， 一． 

和 G --， ⋯ “]都是 K一 ．再分两种情况讨论． 

情形1 若 与 相邻，即 G[ ，⋯， ]-|K ． 

此时，再分两种子情况． 

情形1．1 “+ 与 + 不相邻，设 {Ⅳ( + )l—r，lⅣ(“+z)l= ，那么 ，先将 K 与 K一 一 

Ⅳ( +1)+ ⋯ 作 K，--N(v．一1)一粘合，再与 K --N(v, 2)+ + 作 K 一Ⅳ( +2)一粘合，即得 

到 G．此时 ，G也是第(1)类型图，故 G是一棵广义树． 

情形 1．2 +】与 +z相 邻 ，令 N1=N( +1)一 +2，N2一N( +2)一 +1，lⅣLl=r， 

lⅣ l= 此时还有两种情形． 

情形1．2．1 N N。，则 r≤ ．此时，先作 K 与 K =N + 的 K，一N 粘 合．再与 

K川 ：Ⅳ( 一．)+ H十I作 K一十一=Ⅳ( + )一牯合 ，即可得到 G．这样 P(G)一 (̂ 一1)⋯( 一 + 

1)n— )( 一r一1)，因此，要么 —r—i，要么5： +1，r—i--1，所 G是第(1)类型图． 

情形1．2．2 N 与 Ⅳ 互相不包含． 

令 lⅣ ̂ Ⅳ l=户，lⅣ U 7̂：l—g—r+5一 ．设 是 +．与 的连接边，则 G— 是先由 

K 与 Kr斗 作 K 一粘合 ，再与 K r一-作 K 一粘合而得到．固此 P(G— )= (̂ 一1)⋯( 一， +1)( 
一 r)( 一5)．而 G。 是 K 与 K +I的 K 一粘合 ，其中 K +L一(ⅣIUⅣ )+ 一1，K 一Ⅳ1UN ， 

并且 P(G。e)一 (̂一1)⋯( 一 ；1)(̂一目)，于是 

P(G)一 P(G— )一 P(G 。 )一 (̂ 一 1)⋯ (̂ 一 n+ 1) ( 一 r)( 一 5)一 (̂ 一 目)]． 

因此 ，n—r)n— )一(̂一 )一 (̂ )( 一t+1)．得到 ， 

一 (r+ + 1)̂ + + 目一 一 (2i+ 1)̂ + (t+ 1)． 

再计算G现在的三角形个数 G I 3j+I 2 J+ 2j+户·得到下列方程组 
1

⋯

= 2i + 1

+ 詈 
+ — z ⑧ 
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由① 可得 

r+ 5— 2i． ④ 

由③结合④及②可得 + +2p一2i。+r+s=2( + )一2(邝+，+r 户)．固而有 + 一 

2" 2r 2 +4p=0． 此 式 关 于 r + 是 对 称 的．按 r 集 项 ，可 得 到 
一 20+1)r卞 2 +4p=0，这 样 ，r— 一 1= 4(,／'~T--s p)+1．同样 也 解 出 一r+ 1千 

． 
丽 ，并且 一 + ! 或 一，+ E 生 

． 反之，若4(r 户)一 

1，4( p)+1都是完全平方数，且 ，+1士． 二 可 ， _一 [_ _二 _1，由 

r ．J一 

一  <n 1，并且 +r+ —P—i(i十1)．从而 (̂一r)(̂--$)一( 户)一( 一 )(,t i 1)， 

故此时G是第(2)类型图，而 G含无弦田c + +￡“口 川 ，其中 ∈N2一Ⅳ】， ∈Ⅳ】一Ⅳ{． 

按定理 A，G不是广义树． 

情形2 一 与 不相邻，则必有 一 与 一 ， 与 口 + 都相邻．否则，令 V．． 一{ ⋯  ， 

-u )或 V一 一{ ⋯  + }则归结为情形 (I)．于是可设 与 一 ，口 与 都相邻．并 

且 ， 与 一 中至少有一点要与 ”，23,,-2都相邻 ，否则，设 一 与 不相邻 ， + 与 不相 

邻(1≤i<j≤ 一2)．令 V 一{ ， + )，Vj 一{ ， +2}，V一 一{ )，则可得 G的一个(” 

1)色分类，与 P(G， 一1)一O矛盾．于是可设 + 与 -u 一，"ol~2相邻 ，即 G[ ”， ⋯ 口 ， 

Vn+t]一 ，并且， 与 + 相邻，归结为情形1．2． 口 

推论l 设 P(G)一 (̂̂一1)⋯(̂一 ) (̂一 一1)k·(A—n+1)．则当1≤ ≤3时 ，G是一棵 

广义树．其余情形都有非广义树存在． 

证 明 由定理2的证明可知．当 G不是一裸广义树 ，G是第(2)类型图．此时4 )+1 

和4(r 户)+1都是完全平方数，且 r一户>0，r 户>o．从而 s--p≥2，r 户≥2．因此4( 户) 

+1≥9，4(r--p)+1≥9．于是 r≥p+2，5≥p+2．并且 i一 ≥p十2≥2．令4(r--p)+1一 

上  

d ，则必 ≥4．若 一2，由 一 以及 ≥2，r≥2，可得 r一 —2，再 由r≥户+2，就有 p=0，这 

样 d一3，所 以 i=r+ 一 5土 3≠2
，矛盾．若 一3，则宇 ：3，此时有两种情形． 

1 —L  [ 0 

情形(1) 若r=2，则 一4，且p一0，而口一3，于是 r+ 一昔士昔≠3，矛盾．按对 

称性 ，对 r一4t~是不可能的． 

情形(2)若r一3，则 一3，且p一1，而Ⅱ一3，于是 r+毕 一 7士百3≠3，矛盾．故 ≥ 
4，即当1≤ ≤3时 G是一棵广义树． 

取 a=3，由r一户+2，并且 5一r+1+d一户+6，或 一r+1一日一户，后式与 >户矛盾．从 

而 p+4，于是可知 i可取大于等于4的一切整数，故知在 ≥4时，有非广义树存在．口 

推 论2 设 {哼， )一{{r K ，r!K --，r K +】}，{(r]一1) K 一，r K }}若 一 

+ 一2(1≤ ≤3)，其余 —1( ≠ ， +1)．则f ， )是一个完全类． 

证明 设 G与 { ， }色等价．则 P(G)一 Ĥ一 1)．__”∞一 ) ．其中， —r川 一2(1≤i 

≤3)，其余 rJ一1( ≠ ， +1)，且1+r +⋯一 一 ．按推论1可知，G是一裸广义树，按定理 1 
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可知 ( ，一 )是一个完全类 
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The Chromatically Equivalent C]asses on the K,-Gluing of 

Two Compl ete Graphs K and K +2 

FANG Ying 

(Second M ilitary Medical University，Shanghai，200433，China) 

Abstract： Let G be a generalized tree of order ． Then P(G )= (̂ 一 1) 】-”( 一 m) ， where 

1+ T1+ ⋯ + r 一 n．Further，when > 1，r，≥ 1( 一 1，2，⋯ ，研)．Let {口 r )一 “ rlK z， K⋯  

r +1}，{(rl一1) 】，r z 2 r， K }}．We provethat LfP(G)一尸( )，thenGis a generalizedtreeif and only 

{{ t }is a complete class．we also provethat when — r = 2(1≤ i≤ 3)，r．= 1(J≠ ，i+ 1)，G 

is a generalized tree，and when 3< < H一 1， give two types of Gj one type is generalized tree，and the 

other is a non~ eneralized tree． 

Key w01 s：chromatically equiva]ant class；complete graph；generalized tree 
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