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摘 要：讨论用某一时刻的温度测量值及某一子区域中各时刻的温度测量值同时重构热传导 

方程的辐射系数和初始条件这一反问题的数值求解方法．用最小二乘法，将此反问题化为一 

个变分问题 ，且将此变分问题离散化为一个非线性规划问题，其 目标函数值依赖于热传导方 

程正问题的数值解．同时用差分法和径向基函数(RBF)方法求正问题的数值解并导出相应 目 

标函数的梯度公式，在此基础上用拟牛顿方法实现一般情形下的数值重构．数值实验表明， 

这一方法是可行的． 
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1 问题介绍 

考察具有辐射项的热传导方程的初一边值问题 

f警=△“+p( )“ 在力×(o， )中 

?)= ， ．在力 ： 
tu( ，￡)=77( ，￡)， 在 01"2×(O， )中 

(1．1) 

(1．2) 

，1 、 

其中U=u(x，t)为未知温度函数，p(x)为辐射系数，力为 (d=1，2，3)中的有界开集，其边界a力 

为分片光滑的． 

下面研究同时确定上述初 一边值问题(1．1)一(1．3)中的辐射系数P( )和初始温度 ( )这一反 

问题的数值解法．众所周知，用某个时刻 r(>O)的温度测量值确定初始温度是一个不稳定的问题， 

是严重病态的，因此更不能指望仅用时刻 r的温度测量值去同时确定初始温度和辐射系数．M． 

Yamamoto等提出了用时刻 ．r的温度测量值加上 的一个子区域 上各个时刻的温度测量值来同时重 

构 ( )和p(x)的想法，并证明了这一问题的条件稳定性，并化为变分问题用有限元离散化并用梯度 

法实现了数值重构． 

令 ( )为 u(x，r)的测量值， ( ，t)为 U( ，t)在∞×(0，r)的测量值，同时确定P( )和 ( ) 

的问题可以归结为求 (P( )， ( )，U( ，t))使其满足(1．1)，(1．2)，(1．3)并成立 
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jⅡ( ， ) lfrr( )， E力 (1·4) 
【Ⅱ( ，t)=j ( ，t)， ( ，t)∈ ×(0， ) (1．5) 

由最小二乘法，问题可进一步化为在约束条件(1．1)～(1．3)下，极小化泛函 

Q(p( )， ( )) 上(u( ， )一 ( )) dx+上 ( ( ，￡)一 ( ，￡)) d dt． (1．6) 
在本文中，对于给定的离散化的P( )和 ( )，分别用差分法和 RBF方法数值求解边值问题(i．i)一 

(1．3)从而获得 Q(p， )的离散值．在推导了离散 Q(p， )的梯度公式后用拟牛顿法实现了对P和 的 

重构． 

2 用拟牛顿法求离散泛函的极小值 

考察p( )和 ( )在 上离散节点集 { ， ：，⋯， }上的近似值 P。=p( 。)，l,t。= ( 。)．当Jp。， 

( =1，2，⋯，Ⅳ)给定后，通过数值求解得到在各节点在离散时间点￡，上的温度值 u(x。，￡ )，从而可求 

出泛函 Q(p， )的近似值．因此 Q(p， )可以表示为 Q(p ，P：，⋯，P ， ， ：，⋯， )．令 

P=(p1，P2，⋯，p～， 1， 2，⋯， ) 

极小化的目标函数可写为 

Q =Q(p) (2一．i) 

拟牛顿方法 为通过一系列的迭代P。，P ，⋯逼近 Q(p)的极小值点．在 k次迭代时选取的下降方向为 

d̂ =一[V Q(p ) V Q(p ) (2．2) 

其中 V Q(p )为Q(p)的Hesse矩阵在P 处的值．用∥来近似 7 Q( )，而 可用 BFGs公式进行 

迭代修正： 

+ 

Sk 1 1t 
3， 

一  

一  )，̂一1 ’)，̂一 

其中 

5̂ = 一p ， ^= V Q(P ̈)一7P Q( ) (2．4)  ̂ 一p，  ̂ V P 一 厶4， 

这样，拟牛顿法的主要计算步骤为： 

(1)初始化：选取适当的初始点P ∈R ，令1-1o=，，k=0，计算Q(p。)和 v Q(p0)； 

(2)计算最速下降方向 =一 V Q(o )； 

(3)一维搜索：解一维最优化问题 

m

c>0
inQ(p +td ) 

求出t=t ，令P“ =P +￡ ； 

(4)更新矩阵 ：用 BFGS公式(2．3)修正 ，得到 ； 

(5)计算 7 Q(p“ )，若 0 V Q(p“’)ii< (给定的小量)，计算结束，否则转向2． 

为实现上述计算，主要是计算 Q(p )和 V Q(p )．特别是 V Q( )的计算工作量较大，例如用有 

限元法，V Q(p )的计算通常用灵敏系数法或伴随算子法实现，但需求解多个线性代数方程组，但用差 

分法或 RBF，梯度的计算就简单的多了． 

3 目标函数及其梯度的计算 

3．1 I~IIF方法 

设 g(x)是一个给定的一元函数，取 
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gj( )=g(1l 一 l1) =1，⋯ ， 

为一组径向基，其中 一， 是一组给定的节点．令 

u(x，￡)=∑ (￡) ( ) 
』= l 

将其代人(1．1)，(1．3)，(1．5)式，并将 ( ，nat)离散为 
o 

u ”
一 u u( 。，(n+1)At)一u(x ，nAt) 

a t at 

(3．1) 

(3．2) 

f3．3、 

则(1．1)，(1．3)，(1．5)式化为 

u。n”=At∑ n agj(~i)+(1+At Pi)∑ n ags(x。)， (3．4) 

．  n ( )= ( ．nat)． E a力． (3．5) 
。 

、 
～

n
，r ， ．̂、 一 ． ， ．̂ ／k f、 ．̂ 一 n  ， 、 

一 6 』＼ l， 一 ＼ i’̈ u  ， ， l 厶 ＼J ‘u ， 

(3．2)可离散为 

∑ ( )=u n (3．7) 

由(3．5)～(3．7)式确定 ，然后再由(3．4)式推出 u ．(3．5)～(3．7)式可写成矩阵形式 

Act“=R“ (3．8) 

其 中 
“

= ( ?， ：n，⋯， ) (3．9) 

(3．4)式的矩阵形式为 
”

= at·B · “+G ·A · “ (3．1O) 

其中 

Un=( ：， ：，⋯， ) (3，l1) 

u 为递推 n次后 u在第 个节点的值， 与 B均为只与节点坐标有关的矩阵．G为对角阵，对角元素 

G(j，_『)=1+△￡·p ． 

由上可以循环推出 “关于参数的导数，再由 =2。薹(u；(P)一u )嚣就可以求出V。(p)． 
3．2 差分法 

以一维热传导方程为例，给出显式差分离散时梯度的表达式，为方便起见，取力=(0，1)，边界条 

件(1．3)成为 

u(0，￡)=田 (￡)，u(1，￡)= ，(￡) 

方程(1．1)的差分格式为 

h = + 2 ’， H 

所 以： 

u ” = Au?，+Bu?+Cu?⋯  (3．12 

其中：A=告，B=1+慨一2 h，C=告．设内部节点数为Ⅳ，由上面公式，易得 
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记为 

苴 中 

o(p)= 

=D(p) +R 

Auo 

O 

O 

C +l 

+ 

A ； 

U 

O 

，’ " 
u ∞ +1 

(3．13) 

=D (P)uo+D (p)R +⋯ +D(p)R +R’ (3．14) 

从(3：l4)可以看出， =丽OU'·旦 ，其中 与 都很容易由 及。(p)的表达式求 

解出来；在 的表达式中，只有uo与初始值有关，故 关于初值的导数也易求出，从而可以求出Q的 

4 数值结果 

本小节将给出用前述方法求解反问题的数值实例．本节考虑一维的情形 ，取 =(0，1)，∞ =(0． 

4，0．6) 

例 P为常数的情形．设 田，(t)=exo(4t)．力，(f)=exDf1+4t)．此时方稃的jI吉确镪为 u： 

exp( +4t)．由解的表达式可知 ： 

l ( ， )=exp( 十4￡)， ( )=exp( +4r) 

表 1 差分法的结果 

；  

O Û C  R— 

O Û 一 一 

● ● ● ● ● 

● ● ● ● ● 

● ● ● ● ● 

O  C — O 0一 

C  n廿 一 O 0一 

A O 0 

O  O C  

= O  O  ：_ A  

● ● ● ● ● 

● ●  ● ●  

● ● ● ● ● 

O  C — O O 

C  ̈ O O 

A O O 
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表 1和表2分别给出了利用差分格式和配置法所得到的结果 

< 仕  l一汪  
J ；日 日 

对数理方程反问题的研究是--l'q新兴的数学分枝 ，本文主要讨论分别利用差分格式和径向基方法 

求解非线性抛物方程的反问题，获得了较为满意的结果． 

当然反问题的研究还有许多尚待完善的地方，如反问题的存在性、唯一性和稳定性等． 

参考文献： 

[1] PILANT M S，RUNDELL W．An inverse problem for a nonlinear parabolic equation[J]．Commun Pa~ial Differ E． 

quations，1986，11：445-457． 

r21 
L — J  

[3] 

[4] 

袁亚湘，孙文瑜．最优化理论与方法[M]．北京：科学出版社． 

谭永基，张建峰，李晶．多电极成像测井反演问题的数学模型和数学方法[J]．高校应用数学学报A辑，2000，15 

(3)：317-325． 

李功胜，马逸尘．热传导反问题中非线性热源的存在性[J]．物理数学学报，2000，20(1)：48．57． 

Inverse Problem of Reconstructing the Heat·conduction Equation’S 

initial Value and the Radiative Coeffi cient 

JIA Chun—xia ，TAN Yong-ji 

(1．Mathematics and Sciences CoHege，Shanghai Normal University，Sha～ng—hai 2_00_234，China； 

2．Department of Mathematics，Fundan University，Shanghai 200433，China) 

Abstract：A numerical method of reconstructing the radiative coefficient and initial condition simultaneously by measuring the do- 

main temperature at a fixed time an d the temperature of a subdomain the time is studied
． By the least．square technique．this 

inverse problem San be transform ed into a variational problem and diseretized into a nonlinear programming problem with the cost 

fianction depending on the numericM so1ution of the eor sponding uJ儿2-t- ；．L p硒blem of hcat equation．T1ne numerical solution of the 

direct problem is obtained by the finite difference method and the radial basis function(RBF)method respectively and the gradi． 

ent form ula for cost function is derived．Then the numerical reconstruction is realized by the quasi·Newton technique
． Numerical 

reSults show that this method is available． 

Key words：inverse problem；quasi·Newton method ：RBF 
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