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多性能约束下的模糊容错控制系统设计：

离散系统情形

张 刚 1 韩祥兰 2 王执铨 1

摘 要 研究了模糊离散系统在同时具有极点指标、H∞ 指标和方差指标约束下的容错控制器设计问题. 利用分解和等价原

理, 将非线性系统多指标约束下的可靠控制问题, 转换为一系列线性极限子系统多性能指标约束下的容错控制器设计问题; 提

出了一种新的多指标约束容错控制系统设计方法, 详细分析了各相容指标的取值范围; 并给出了相容指标约束下的容错控制

器设计步骤.
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Fuzzy Fault-tolerant Control System Design for Multi-indices Constraints:

Fuzzy Discrete-time Systems Case

ZHANG Gang1 HAN Xiang-Lan2 WANG Zhi-Quan1

Abstract This paper addresses the problem of fuzzy fault-tolerant controller design for fuzzy discrete-time systems

with pole index, steady variance index and H∞ constraints. Based on the decomposition and equivalence principle, the

reliable control problem for fuzzy nonlinear systems is decomposed into a set of extreme sub-systems fault-tolerant control

problems. A new fault-tolerant control design method is proposed, and the range of consistent indices is analyzed in detail.

Finally, the design steps of fault-tolerant controller with multi preformance indeces constraints are provided.
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1 引言

实际控制系统对性能指标的要求是多方面的[1],
当系统发生故障后, 人们也希望能通过一定的控制
手段, 不仅使其继续安全稳定运行, 而且能够保持规
定的多项性能约束. 但是, 模糊控制理论对于解决多
种性能指标约束下的控制问题过于保守. 它要求正
定矩阵 P 同时满足 N 个线性矩阵不等式方程[2∼4],
随着模糊规则数的增加和系统阶数的递增, 往往很
难得到这样的正定解矩阵, 甚至是无解的. 本文采用
连续型执行器故障模型, 利用分解和等价原理[5∼8],
将模糊非线性系统多性能指标约束下的可靠控制问

题, 转换为一系列线性极限子系统容错控制器的设
计问题; 分别在精确上界和近似上界情形下, 给出了
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有效的、多指标约束的模糊容错控制系统设计方法.

2 问题描述与引理

考虑由如下离散 T-S 模糊模型描述的非线性系
统系统的模糊规则 i : 如果 x1 是 Fi1, x2 是 Fi2, · · · ,
且 xn 是 Fin, 则
{

xxx (k + 1) = Aixxx (k) + Bi1uuu (k) + Bi2ωωω (k)

zzz (k) = Cixxx (k)
(1)

i = 1, 2, · · · , n

式中, N 是模糊推理规则数, Fij(j = 1, 2, · · · , n) 是
模糊集合, xxx(t) ∈ Rn 是系统状态变量, uuu(t) ∈ Rm

是系统的控制输入, zzz(t) ∈ Rp 是系统的被控输

出, w(t) ∈ Rq 是零均值高斯白噪声过程且强度为

W > 0, (Ai Bi1 Bi2 Ci) 是第 i 个局部模糊模型的

系统矩阵.
用单点模糊化、乘积推理和中心加权反模糊化,

可得模糊系统的整个状态方程为



xxx (k + 1) = A (µ (k))xxx (k)+

B1 (µ (k))uuu (k) + B2 (µ (k))ωωω (k)

zzz (k) = C (µ (k))xxx (k)

(2)
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对于控制输入 uuui(t), i = 1, 2, · · · ,m, 定义其故
障后的输出信号为 uuuF

i , 采用文献 [9, 10] 中的故障模
型，则包含执行器失效的故障闭环系统状态方程为




ẋxx (k) = A (µ (k))xxx (k)+

B1 (µ (k))MK (µ (k))xxx (k) + B2 (µ (k))ωωω (k)

zzz (k) = C (µ (k))xxx (k)
(3)

本文除常用的标准符号外, 用 catercorner(P )
表示方阵 P 的对角元素组成的行向量; 用符号
Φ(q, r) 表示复平面上中心在 −q + j0、半径为 r

的开圆盘 (q > r > 0, 且 q + r < 1).
设计目标是: 对不确定故障系统 (3), 设计状态

反馈控制器 uuu(k) = K(µ(k))xxx(k), 给出同时满足区
域极点指标、协方差指标以及 H∞ 指标约束的鲁棒
容错控制器的充分条件; 研究各相容指标的取值范
围; 当三类指标相容时, 给出有效的容错控制器设计
方法.

引理1. 给定 R1, R2 为适当维数的实常值矩阵,
Y 为任意的对称实矩阵, 假设 Σ(t) 为时变适维对角
矩阵满足 |Σ(t)| ≤ U , 且 ∃ t > 0 使得 |Σ(t)| = U ,
U 为正定对角矩阵, 则

Y + R1ΣR2 + RT
2 ΣTRT

1 < 0

的充分必要条件是存在正常数 β > 0, 使得

Y + βR1URT
1 + β−1RT

2 UR2 < 0

3 主要结果

闭环系统 (3) 是一个变结构控制系统, 难以分
析系统的性能指标并设计相应的容错控制器. 为此,
本文引入模糊子空间的划分以及“极限子系统”的

概念[5∼8], 将非线性系统 (3) 的可靠控制问题转换为
N 个极限子系统的多性能指标约束下的容错控制系

统设计问题.

3.1 执行器故障系统的分解

将状态空间分解为 N 个子空间 Si

Si = {xxx|µi (xxx) ≥ µj (xxx) , i = 1, 2, · · · , N, i 6= j}

j = 1, 2, · · · , N

定义子空间 Si 的特征函数为 ηi, 即当 xxx ∈ Si

时, ηi = 1; 当 xxx /∈ Si 时, ηi = 0. 于是, 每一个子空
间的模糊模型可以表示为





xxx (k + 1) = [Ai + ∆Ai (µ)]xxx (k)+

[Bi1 + ∆Bi1 (µ)]MK (µ (k))xxx (k)+

[Bi2 + ∆Bi2 (µ)]ωωω (k)

zzz (k) = [Ci + ∆Ci (µ)]xxx (k)

(4)

这里, ∆Ai (µ) =
N∑

j=1, j 6=i

µj (k)∆Aij, ∆Aij =

Aj −Ai, ∆Bi1 (µ) =
N∑

j=1, j 6=i

µj (k)∆Bi1j, ∆Bi1j =

Bj1 − Bi1, ∆Bi2 (µ) =
N∑

j=1, j 6=i

µj (k)∆Bi2j,

∆Bi2j = Bj2 − Bi2, ∆Ci (µ) =
N∑

j=1, j 6=i

µj (k)∆Cij,

∆Cij = Cj − Ci. 定义模糊系统 (4) 的上界 E 为

∆ΦT (µ)∆Φ (µ) ≤ ETE

E = [EAi
, EBi1 , EBi2 , ECi

]

∆Φ (µ) =

[∆Ai (µ) ,∆Bi1 (µ) ,∆Bi2 (µ) ,∆Ci (µ)] =
Ni∑
j=1

µ (xxx (t)) [∆Aij,∆Bi1j,∆Bi2j,∆Cij]

∀µ ∈ M, µ̄i (xxx (t)) 6= 0, xxx (t) ∈ Si,

i = 1, 2, · · · , Ni (5)

上式中, 若存在一系列模糊隶属函数 µ∗i 使得上
界能够达到, 则称此时的上界为精确上界, 否则称为
近似上界. 采用控制输入

uuu (t) = K (µ (t))xxx (t) =
N∑

i=1

ηiKixxx (t) (6)

则可以定义 N 个独立的执行器故障极限子系统为





xxx (t + 1)=[Ai + EAi
]xxx (t) + [Bi1 + EBi1 ] ·

MKixxx (t) + [Bi2 + EBi2 ]ωωω (t)

zzz (t)=[Ci + ECi
]xxx (t)

(7)

xxx (t) ∈ Si

对故障闭环系统 (4) 定义如下的分段光滑 Lya-
punov 函数

V (xxx (t)) =
N∑

i=1

ηiVi (xxx) =
N∑

i=1

ηixxx
T (t) Pixxx (t)
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式中, (P1, P2, · · · , PN) 为 N 个正定对称矩阵集合.
根据变结构控制理论可知: 对分段可微 Lyapunov
函数, Lyapunov 稳定性理论仍然成立. 因此, 如下
的定义是合理的.
定义1. 给定正常数 γ > 0, 若存在一

个分段状态反馈控制 (6) 和正定对称矩阵集
(P1, P2, · · · , PN), 使得下述矩阵不等式组成立

−Pi +
(
Ãi + B̃i1MKi

)T

PiB̃i2 ·
(
γ2I − B̃T

i2PiB̃i2

)−1

B̃T
i2Pi

(
Ãi + B̃i1MKi

)
+

(
Ãi + B̃i1MKi

)T

· Pi

(
Ãi + B̃i1MKi

)
+

C̃T
i C̃i < 0 (8)

则称系统 (4) 二次稳定, 且 H∞ 范数 γ 有界. 式
中, Ãi = Ai + ∆Ai, B̃i1 = Bi1 + ∆Bi1, B̃i2 =
Bi2 + ∆Bi2, C̃i = Ci + ∆Ci.

3.2 精确上界情形下多性能指标约束的模糊容错控

制系统设计

下面给出离散模糊系统的等价性原理.
定理1. 若存在一系列模糊隶属函数 µ∗i 使得式

(5) 中的精确上界能够达到, 给定正常数 γ > 0, 则
离散模糊系统 (4) 二次稳定且 H∞ 范数 γ 有界的充

要条件是: 存在模糊控制 (6)，使具有精确上界的 N

个极限子系统 (7) 分别二次稳定且具有相同的 H∞
范数 γ 界.
证明.
充分性. 假设存在模糊控制使 N 个极限子系统

分别二次稳定且 H∞ 范数 γ 有界, 并存在隶属函数
{µ∗1 (xxx (k)) , · · · , µ∗N (xxx (k))}, 使 (5) 中的精确上界
能够达到，则对极限子系统 (7) 存在正定对称矩阵
集 (P1, · · · , PN) , 满足

J := −Pi +
(
Āi + B̄i1MK

)T
PiB̄i2 ·(

γ2I − B̄T
i2PiB̄i2

)−1
B̄T

i2Pi

(
Āi + B̄i1MK

)
+

(
Āi + B̄i1MK

)T
Pi

(
Āi + B̄i1MK

)
+

C̄T
i C̄i < 0 (9)

式中, Āi = Ai + EAi
, B̄i1 = Bi1 + EBi1 , B̄i2 =

Bi2 + EBi2 , C̄i = Ci + ECi
, 显然, 上式小于零等价

于存在正常数 1 > εi > 0, 使得

J ≤ −Pi +
(
Āi + B̄i1MK

)T
PiB̄i2 ·(

γ2I − B̄T
i2PiB̄i2

)−1
B̄T

i2Pi

(
Āi + B̄i1MK

)
+

(
Āi + B̄i1MK

)T
Pi

(
Āi + B̄i1MK

)
+

(1− εi)
−1

CiC
T
i + ε−1

i ECi
ET

Ci
< 0 (10)

利用矩阵的 Schur 补定理以及引理 1 可知: 存
在正常数 αi > 0, βi > 0, 使得矩阵不等式 (11)(见
本页下方) 成立.
式 (11) 中, Ψ = −Pi + (1− εi)

−1
CiC

T
i +

ε−1
i ECi

ET
Ci

, ΞT
1 = [I MKT

i ], ΞT
2 =

[
ET

Ai
Bi1

T
]
.

对于离散模糊系统 (4)，选择相同的正定对称矩
阵集 (P1, · · · , PN), 并定义 J̃ 为

J̃ := −Pi +
(
Ãi + B̃i1MK

)T

PiB̃i2·
(
γ2I − B̃T

i2PiB̃i2

)−1

B̃T
i2Pi

(
Ãi + B̃i1MK

)
+

(
Ãi + B̃i1MK

)T

Pi

(
Ãi + B̃i1MK

)
+

C̃T
i C̃i (12)

类似于前面的证明过程, 自然有

J̃ ≤ J < 0

因此, 模糊反馈控制 (6) 使故障系统 (4) 渐进稳
定且 H∞ 范数 γ 有界.
必要性. 若模糊系统 (4) 渐进稳定且 H∞ 范数

γ 有界, 则在子系统 (7) 中令 µ = µ∗, 可知式 (7) 中
的极限子系统是渐进稳定的且 H∞ 范数 γ 有界. ¤
基于定理 1 的结论, 多指标约束下的离散模糊

容错控制问题可以重新描述为: 对第 N 个极限子系

统设计容错控制策略, 使得第 i 个故障极限子系统

满足约束条件：

1) 闭环系统的极点集 Λ
(
Āi + B̄i1MKi

) ⊂
Φ(q, r);

2) 稳 态 状 态 协 方 差 矩 阵 X 满 足

catercorner (Xi) ≤ σσσ2
i ;

J ≤




Ψ 0 Ai + Bi1MKi

0 −γ2
i I Bi2

(Ai + Bi1MKi)
T BT

i2 −P−1
i


 +




αiΞ
T
1 Ξ2Ξ

T
2 Ξ1 0 0

0 βiEBi2ET
Bi2

0

0 0
(
α−1

i + β−1
i

)
I


 < 0

(11)
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−rQi + εi1B̄i1M0JM0B̄

T
i1

(
Āi + qI

)
Qi + B̄i1M0Si 0

Qi

(
Āi + qI

)T
+ SiM0B̄

T
i1 −rQi ST

i J1/2

0 J1/2Si −εi1I


 < 0 (13)




−Qi QiĀ
T
i + ST

i M0B̄
T
i1 ST

i J1/2

ĀiQi + B̄i1M0Si −Qi + B̄i2WB̄T
i2 + εi2B̄i1M0JM0B̄

T
i1 0

J1/2Si 0 −εi2I


 < 0 (14)




−Qi + C̄T
i C̄i + εi3B̄i1M0JM0B̄

T
i1 0 ĀiQi + B̄i1M0Si 0

0 −γ2
i I B̄i2Qi 0

QiĀ
T
i + ST

i M0B̄
T
i1 QiB̄

T
i2 −Qi ST

i J1/2

0 0 J1/2Si −εi3I




< 0 (15)

3) 从扰动输入 ωωω (k) 到被控输出 zzzi (k) 的传递
函数矩阵满足 ‖G (zzz)‖∞ < γi.
利用引理 1 以及矩阵的 Schur 补定理, 类似于

文献 [11] 定理 3 的证明过程可知下述定理成立, 相
似的证明过程可参见文献 [12∼14].
定理2. 考虑第 i 个极限子系统 (7), 存在

控制 Ki 满足约束条件 1) 的充分必要条件是
实变量 γi > 0, εij > 0 (i = 1, 2, 3) 以及矩阵
变量 Qi = QT

i > 0, Si 的线性矩阵不等式组

(LMIs)(13)∼(15) 有可行解而且若 (Qi, Si, εij, γi)
是上述不等式组的任意解, 则反馈增益 Ki = SiQ

−1
i

必使第 i 个极限子系统 (7) 满足约束条件 1), 且稳
态状态方差矩阵 Xi < Qi , ‖H (s)‖∞ 范数 γ 有界.
在下面的讨论中, 我们总是假设极限子

系统 i 状态反馈极点可配置, 则关于矩阵变
量 (Qi, Si, γ

2
i , εi1, εi2, εi3) 的线性矩阵不等式组

(13)∼(15) 总有可行解, 下述极值问题有意义

min (tr (Qi)) :
(
Qi, Si, γ

2
i , εi1, εi2, εi3

)

s.t LMIs (13) ∼ (15) (16)

令 (Qi0, Si0, γ
2
i0, εi10, εi20, εi30)为极值问题 (16)

的极小值点, 显然, 若给定方差上界指标 σσσ2 ≥
catercorner (Qi0),则 LMIs (13)∼(15)必有可行解.
于是, 自然有下述定理成立.
定理3. 对极限子系统 i, 假设极点指标

Φ(q, r) 状态反馈可配置, 给定方差上界指标 σσσ2 ≥
catercorner (Qi0), 则由矩阵不等式 (13)∼(15) 和
Qi < Q̄i 构成的线性矩阵不等式组总有可行解, 从

而下述极值问题有意义

min
(
tr

(
γ2

i

))
:
(
Qi, Si, γ

2
i , εi1, εi2, εi3

)

s.t LMIs (13) ∼ (15), Qi < Q̄i) (17)

这里, Q̄i 是满足 catercorner
(
Q̄i

)
= σσσ2 的任

意正定对称矩阵.
记

(
Q̃i, S̃i, γ̃

2
i

)
为上述极值问题的极小值点.

根据定理 2 和定理 3, 可以得出定理 4, 它为有效求
取满足三类相容约束指标的容错控制器提供了理论

依据.
定理4. 对极限子系统 i, 假设区域极点指标

Φ(q, r) 状态反馈可配置, 给定 H∞ 指标 γ2 > γ̃2,
方差上界指标 σσσ2 ≥ catercorner (Qi0), 则由矩阵不
等式 (13)∼(15) 和 Qi < Q̄i 构成的线性矩阵不等式

组必有可行解, 且若 (Qi, Si) 是其任一可行解, 则反
馈增益 Ki = SiQ

−1
i 即为所求的使极限子系统 i 同

时满足三类指标约束的满意容错控制器.
综合定理 1∼4，精确上界情况下，多指标约束

的模糊容错控制系统设计步骤如下：

1) 计算式 (5) 中的精确上界，分解执行器故障
系统为 N 个极限子系统 (7);

2) 对每一个极限子系统运用定理 4 设计同时满
足三类指标约束的容错控制增益Ki;

3) 将得到的控制增益Ki 代入式 (6)，即可得到
故障闭环系统 (4) 的容错控制器.

3.3 近似上界情形下多性能指标约束的模糊容错控

制系统设计

定理 1 要求精确上界, 但在很多情况下, 很难找
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到精确上界, 因此还要应用近似上界. 相应地, 有如
下的等价定理.

定理5. 假定近似上界和控制律分别为式

(5) 和式 (6), 如果存在正常数 σi > 0, 0 <

ξi < 1, 0 < ρi < γ2, χi > 0 以及正定对
称矩阵集 (P1, P2, · · · , PN) 使得线性矩阵不等式
(18)(见本页下方) 成立, 其中, Σi11 = −Pi +
ζiEAi

ET
Ai

+ σiEBi1E
T
Bi1

+ ηiBi1M0JM0B
T
i1，Σi13 =

Pi (Ai + Bi1M0Ki), 则相对于该控制, 模糊系统 (4)
渐进稳定且 H∞ 范数 γ 有界.

证明. 证明过程与定理 1 类似, 不再赘述. ¤
基于定理 5，近似上界情况下多指标约束的模

糊容错控制系统设计步骤为：

1) 利用近似上界的寻找方法获得最大容许上界
(5);

2) 将这些近似上界代入式 (7), 获得 N 个独立

的极限子系统;
3) 对每一个极限子系统运用定理 4 设计同时满

足三类指标约束的容错控制增益Ki;
4) 通过稳定性检验方法检验稳定性条件 (18)

是否成立, 如果不成立, 则执行步骤 1), 选取另外的
最大容许上界.

4 数值实例

考虑如下的状态空间模糊模型:
模糊系统规则 1. 如果 xxx2 是 F11, 则
{

ẋxx (t) = A1xxx (t) + B11uuu (t) + B12ωωω (t)

zzz (t) = C1xxx (t)

模糊系统规则 2. 如果 xxx2 是 F21, 则
{

ẋxx (t) = A2xxx (t) + B21uuu (t) + B22ωωω (t)

zzz (t) = C2xxx (t)

式中,

A1 =



−6.5000 −0.0500 −0.0025

0 −5.0000 1.4500

0 0 1.0000


 ,

A2 =



−1.5000 0.0500 0.0025

0 −1.0000 0.5500

0 0 1.0000


 ,

B11 =




1.5000 0

−0.5000 0

0 1.0000


 ,

B21 =




0.5000 0

0.5000 0

0 1.0000


 ,

B12 =




1.0000 0 0

0 −0.5000 1.5000

0 1.5000 −0.5000


 ,

B22 =




1.0000 0 0

0 0.5000 0.5000

0 0.5000 0.5000


 ,

C1 = C2 = I3×3, W = 0.01I3×3.




Σi11 ζiEAiE
T
Bi2

Σi13 0 0 CT
i I 0

ζiEBi2ET
Ai

−γ2
i I + ζiEBi2ET

Bi2
PiBi2 0 0 0 0 0

ΣT
i13 BT

i2Pi −Pi KT
i M0Pi I 0 0 KT

i

0 0 PiM0Ki −σiI + ηiM0JM0 0 0 0 0

0 0 I 0 −ζiI 0 0 0

Ci 0 0 0 0 λiE
T
Ci

ECi − I 0 0

I 0 0 0 0 0 −λiI 0

0 0 Ki 0 0 0 0 −ηiI




< 0 (18)
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执行器故障模型为

ML =

[
0.9 0

0 0.95

]
, MU =

[
1 0

0 1

]
.

直接计算可知

M0 =

[
0.95 0

0 0.975

]
, J =

[
0.0526 0

0 0.0256

]
.

由于在大多数情况下, 当 µ (xxx (t)) = 0.5 时, 系统
在子空间边界上的近似上界最大, 因此采用近似上
界: EA1 = EA2 = 0.5 (A2 −A1) , EB11 = EB21 =
0.5 (B21 −B11), EB12 = EB22 = 0.5 (B22 −B12).
将上述近似上界代入式 (8), 得到第一个极限子系统
为

Ā1 =



−4 0 0

0 −3 1

0 0 1


 , B̄11 =




1 0

0 0

0 1


 ,

B̄12 =




1 0 0

0 0 1

0 1 0


 , C̄1 = I3×3

给定极点指标 Φ(0, 1), 方差上界指标 σσσ2 =[
0.9 2.5 23.7

]
以及 H∞ 指标 γ = 1.5000; 应

用定理 4 直接计算得到极限子系统 1 的容错控制器
为

K1 =

[
4.0949 0 0

0 −9.4842 2.1650

]
,

此时相应的 Q1 矩阵为

Q1 =




0.8355 0 0

0 2.3849 7.3574

0 7.3574 23.6860


 ,

且矩阵
(
Ā1 + B̄11M0K1

)
的极点集

Λ
(
Ā1 + B̄11M0K1

)
= (0.3528,−0.2420,−0.1099) .

第二个子系统为

Ā2 =




1 0.1 0.005

0 1 0.1

0 0 1


 , B̄21 =




0 0

1 0

0 1


 ,

B̄22 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 , C̄1 = I3×3

给定极点指标 Φ(0, 0.8), 方差上界指标 σσσ2

=
[

3.1 33.4 25.12
]
, H∞ 范数 γ = 0.5000. 由

定理 4 计算得到反馈控制增益为

K2 =

[
−2.3653 −1.0102 −0.0987

−0.0692 −0.0362 −0.7009

]
,

相应的 Q2 矩阵为

Q2 =




3.0600 −8.4845 0.0650

−8.4845 33.3125 −1.7875

0.0650 −1.7875 25.0456




且矩阵
(
Ā2 + B̄21M0K2

)
的极点集

Λ
(
Ā2 + B̄21M0K2

)
= (0.6005, 0.4267, 0.3297) .

将得到的控制增益矩阵 (K1,K2) 代入式 (18),
可知式 (18) 成立, 从而保证了整个模糊非线性系统
具有良好的动态品质和稳态性能.

5 结论

本文通过引入模糊子空间的划分以及极限子系

统的概念, 将复杂的模糊非线性系统的容错控制问
题, 分解为一系列等价的线性极限子系统的可靠控
制问题, 并详细分析了子系统与原始模糊非线性系
统间的等价性质. 从而, 通过对极限子系统多性能指
标的约束达到对原始模糊非线性系统的动态和稳态

性能要求.
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