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分布估计算法综述
周树德 1 孙增圻 1

摘 要 分布估计算法是进化计算领域新兴起的一类随机优化算法，是当前国际进化计算领域的研究热点. 分布估计算法是

遗传算法和统计学习的结合，通过统计学习的手段建立解空间内个体分布的概率模型，然后对概率模型随机采样产生新的群

体，如此反复进行，实现群体的进化. 分布估计算法中没有传统的交叉、变异等遗传操作，是一种全新的进化模式；这种优化

技术能够通过概率图模型对变量之间的关系进行建模，从而能有效的解决多变量相关的优化问题. 根据概率模型的复杂性，本

文按照变量无关、双变量相关、多变量相关等三类分别介绍相应的分布估计算法. 作为一篇综述性文章，本文旨在全面系统的

向国内读者介绍这一新技术，并总结分布估计算法的研究现状和未来的研究方向.
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Abstract Estimation of distribution algorithms (EDAs) are a class of novel stochastic optimization algorithms, which

have recently become a hot topic in field of evolutionary computation. EDAs acquire solutions by statistically learning

and sampling the probability distribution of the best individuals of the population at each iteration of the algorithm.

EDAs have introduced a new paradigm of evolutionary computation without using conventional evolutionary operators

such as crossover and mutation. In such a way, the relationships between the variables involved in the problem domain are

explicitly and effectively exploited. According to the complexity of probability models for learning the interdependencies

between the variables from the selected individuals, this paper gives a review of EDAs in the order of interactions:

dependency-free, bivariate dependencies, and multivariate dependencies, aiming to bring the reader into this novel filed

of optimization technology. In addition, the future research directions are discussed.
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1 引言

最近几年，在进化计算领域兴起了一类新型的

优化算法，称为分布估计算法 (Estimation of dis-
tribution algorithms, EDAs)，并迅速成为进化计
算领域的研究热点和解决工程问题的有效方法. 分
布估计算法的概念最初在 1996年提出 [1]，在 2000
年前后迅速发展，成为当前进化计算领域前沿的研

究内容，2005 年在进化计算领域权威的国际期刊
Evolutionary Computation上出版了分布估计算法
的专刊，近年来国际上进化计算领域的各大学术会

议，如ACM SIGEVO、IEEE CEC等，都将分布估
计算法作为重要专题予以讨论.
分布估计算法提出了一种全新的进化模式. 在
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传统的遗传算法中，用种群表示优化问题的一组候

选解，种群中的每个个体都有相应的适应值，然后

进行选择、交叉和变异等模拟自然进化的操作，反

复进行，对问题进行求解. 而在分布估计算法中，没
有传统的交叉、变异等遗传操作，取而代之的是概

率模型的学习和采样. 分布估计算法通过一个概率
模型描述候选解在空间的分布，采用统计学习手段

从群体宏观的角度建立一个描述解分布的概率模型，

然后对概率模型随机采样产生新的种群，如此反复

进行，实现种群的进化，直到终止条件 [1∼3].
根据概率模型的复杂程度以及不同的采样方法，

分布估计算法发展了很多不同的具体实现方法，但

是都可以归纳为下面两个主要步骤 [2]：

1) 构建描述解空间的概率模型. 通过对种群的
评估，选择优秀的个体集合，然后采用统计学习等

手段构造一个描述当前解集的概率模型.
2) 由概率模型随机采样产生新的种群. 一般的，

采用蒙特卡罗方法，对概率模型采样得到新的种群.
分布估计算法作为一种新型的进化算法，它的

科学价值主要体现在以下几个方面. 首先，从生物
进化的数学模型上来看，分布估计算法与传统进化
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算法不同：传统进化算法是基于对种群中的各个个

体进行遗传操作 (交叉、变异等) 来实现群体的进化
的，是对生物进化 “微观” 层面上的数学建模；而分
布估计算法则是基于对整个群体建立数学模型，直

接描述整个群体的进化趋势，是对生物进化“宏观”

层面上的数学建模. 其次，分布估计算法给人类解
决复杂的优化问题提供了新的工具，它通过概率模

型可以描述变量之间的相互关系，从而对解决非线

性、变量耦合的优化问题更加有效，试验表明，分布

估计算法能更加有效的解决高维问题，降低时间复

杂性，例如，贝叶斯优化算法 (分布估计算法的一种)
可以通过与问题规模成多项式数量级的采样求得一

类 GA(Genetic algorithm)难问题的最优解 [3]. 最
后，分布估计算法是一种新的启发式搜索策略，是

统计学习理论与随机优化算法的结合，与其他智能

优化算法的混杂设计，将极大丰富混杂优化算法的

研究内容，给优化算法的研究提供了新的思路.
本文作为一篇综述性文章，旨在向读者介绍一

种新型的优化方法, 为研究人员尽可能详细地总结
该领域的研究现状. 后续篇幅安排如下：首先，将通
过一个简单的算例介绍分布估计算法的实现过程，

使读者对该方法有一个直观的认识；然后将按照概

率模型的复杂程度对分布估计算法进行分类，分别

介绍变量无关的 PBIL、UMDA 和 cGA 算法，双
变量相关的 MIMIC、BMDA算法和多变量相关的
ECGA、FDA、BOA等算法；之后，将介绍连续域
分布估计算法的相关研究；第 5节综述了分布估计
算法的理论研究现状；第 6节介绍了基于概率模型
的其他优化算法；第 7节综述了分布估计算法目前
存在的关键问题和难点，指出了该领域的发展趋势；

最后对分布估计算法进行总结.
在后文的叙述中，EDA(Estimation of distri-

bution algorithms的缩写) 表示分布估计算法.

2 一个简单的分布估计算法

下面通过一个简单的 EDA算例，介绍该方法独
特的进化操作，使读者对 EDA方法有一个直观的认
识.
假设用分布估计算法求解函数 f(x) =

∑n

i=1 xi

的最大值，x ∈ {0, 1}n，n = 3. 在这个例子

中，描述解空间的概率模型用简单的概率向量

p = (p1, p2, · · · , pn) 表示，p 表示群体的概率分

布，pi ∈ [0, 1]表示基因位置 i取 1的概率，1− pi表

示基因位置 i取 0的概率.
第一步，初始化群体 B0. 初始群体在解空间按

照均匀分布随机产生，概率向量 p = (0.5, 0.5, 0.5).
群体大小为 8，通过适应值函数 f(x) =

∑n

i=1 xi 计

算各个个体适应值. B0 表示如表 1.

表 1 初始群体，8 个个体按照均匀分布在解空间内随机产生

Table 1 The initial population with 8 individuals that are

uniformly generated in solution space

x1 x2 x3 f

1 0 0 1 1

2 1 1 0 2

3 0 0 0 0

4 0 1 1 2

5 0 1 0 1

6 1 0 0 1

7 1 0 1 2

8 1 1 1 3

第二步，选择适应值较高的 4个个体更新概率
向量 p，如表 2. XS 表示选择后的优势群体，概

率向量 p 通过式 pi = P (xi = 1|XS) 更新，例如
p1 = P (x1 = 1|XS) = 0.75，这样得到新的概率向
量 p = (0.75, 0.75, 0.75).

表 2 选择操作后的优势群体 XS，用来更新概率向量 p

Table 2 The selected individuals XS used to update prob-

ability vector p

x1 x2 x3 f

2 1 1 0 2

4 0 1 1 2

7 1 0 1 2

8 1 1 1 3

第三步，由概率向量 p 产生新一代群体. 概率
向量描述了各个可能解在空间的分布情况，产生任

意解 b = (b1, b2, · · · , bn)的概率是

P (b) = P (x1 = b1, x2 = b2, · · · , xn = bn)

=
n∏

i=1

P (xi = bi) =
n∏

i=1

|1− bi − pi|
(1)

例如，b = (1, 1, 0)，则 P (1, 1, 0) = 0.75 × 0.75 ×
0.25 ≈ 0.14. 通过随机采样的方法产生新的群体，
如表 3所示，可以发现新产生的群体的个体适应值
有了显著的提高.

至此，分布估计算法完成了一个周期. 然后返
回第二步，从表 3 当前群体中选择最优秀的 4 个
个体，建立新的概率模型 p = (1.00, 0.75, 0.75)，然
后再对概率模型随机采样产生新一代群体. 本例
中，最优解为 (1, 1, 1)，可以发现随着分布估计算法
的进行，(1, 1, 1) 的分布概率由最初的 0.075(0.5 ×
0.5 × 0.5) 变为 0.42(0.75 × 0.75 × 0.75)，然后为
0.56(1.00× 0.75× 0.75)，适应值高的个体的出现概
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表 3 经过一代 EDA操作之后，产生的新的群体

Table 3 The new generated population after one EDA

generation

x1 x2 x3 f

1 1 1 1 3

2 1 1 0 2

3 1 1 0 2

4 0 1 1 2

5 1 1 0 2

6 1 0 1 2

7 1 1 1 3

8 1 0 0 1

率越来越大. 按照上面的步骤，改变个体在解空间的
概率分布，使适应值高的个体分布概率变大，适应

值低的个体分布概率变小，如此反复进化，最终将

产生问题的最优解.
通过上述简单例子，可以了解分布估计算法的

基本过程. 图 1归纳了一般分布估计算法的过程，并
与遗传算法进行了对比. 在分布估计算法中，没有
遗传算法中的交叉和变异等操作，而是通过学习概

率模型和采样操作使群体的分布朝着优秀个体的方

向进化. 从生物进化角度看，遗传算法模拟了个体
之间微观的变化，而分布估计算法则是对生物群体

整体分布的建模和模拟.

EDAEDA

图 1 分布估计算法和遗传算法的基本流程

Fig. 1 The basic procedures of EDA and genetic

algorithm

本节通过简单算例，使读者对分布估计算法有

一个直观的认识. 在分布估计算法的研究领域，有
各种各样的具体实现，下一节将对各种分布估计算

法进行较为详细的介绍.

3 基于不同概率模型的分布估计算法

分布估计算法是一种基于概率模型的进化算法，

它可以用概率模型描述变量之间的相互关系，因此

可以解决传统遗传算法难以解决的问题，特别是对

于那些非线性、变量耦合的高维问题，表现出了很

好的性能. 根据优化问题的复杂性，人们设计了很多
种不同的概率模型表示变量之间的关系，本文将分

布估计算法分为变量无关、双变量相关和多变量相

关三种，分别予以介绍. 本节内容只讨论二进制编
码的算法，对于实数编码 (连续空间) 的相关算法将
在下一节介绍.

3.1 变量无关的分布估计算法

在 EDA 领域的研究中，最简单的情况是变量
之间无关. 在这种情况下，一般的可以通过一个简单
的概率向量表示解的分布，变量之间关系可以用图

2表示. 设定待解决问题为 n维问题，每个变量取值

是二进制，变量无关性使得任意解的概率可表示为

P (x1, x2, · · · , xn) =
n∏

i=1

P (xi) (2)

EDA 领 域 最 早 的 算 法 就 是 针 对 变 量 无 关

的 问 题 提 出 的, 比 较 有 代 表 性 的 算 法 包

括 PBIL 算法 (Population based incremental
learning)[4∼6]、UMDA 算法 (Univariate marginal
distribution algorithm)[7, 8]、cGA 算法 (compact
genetic algorithm)[9] 等, 下面分别介绍.

图 2 变量相互无关的概率图模型

Fig. 2 The probabilistic graphical model without

interdependencies

PBIL 算法由美国卡耐基梅隆大学的 Baluja
在 1994 年提出 [4]，用以解决二进制编码的优化问

题. 虽然在 1994 年 “分布估计算法” 这一概念还
没有在学术界提出，但是 PBIL 算法被公认是最
早的分布估计算法模型. 在 PBIL 算法中，表示
解空间分布的概率模型是一个概率向量 p(x) =
(p(x1), p(x2), · · · , p(xn))，其中 p(xi)表示第 i个基

因位置上取值为 1的概率. PBIL算法的过程如下，
在每一代中，通过概率向量 p(x)随机产生M 个个

体，然后计算M 个个体的适应值，并选择最优的 N

个个体用来更新概率向量 p(x)，N ≤ M . 更新概
率向量的规则，采用了机器学习中的 Heb 规则 [4]，

用 pl(x)表示第 l 代的概率向量，x1
l , x

2
l , · · · , xN

l 表
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示选择的 N 个个体，则更新过程如下

pl+1(x) = (1− α)pl(x) + α
1
N

N∑
k=1

xk
l (3)

其中 α表示学习速率.
PBIL算法作为最简单的 EDA模型引起了学术

界的广泛关注，在算法改进、理论研究和应用方面

都有很多论文发表. Baluja 在 1995 年对 PBIL 算
法和其他启发式算法做了试验比较 [5].

UMDA 算法由德国学者 Mühlenbein 在 1996
年提出 [7, 8]. UMDA算法与 PBIL算法的不同在于
概率向量的更新算法. 在本文第 2 节的 EDA 简单
算例中，所使用的算法就是 UMDA算法. 算法描述
如下：

1)随机产生M个个体作为初始群体Dl，l = 0；
2) 计算 M 个个体的适应值，如果符合终止条

件，算法结束，否则继续进行；

3) 进行选择操作，选择 N < M 个个体作为优

势群体 DS
l ；

4) 由优势群体 DS
l 构建概率模型，估计联合概

率分布

pl(x) = p(x|DS
l ) =

n∏
i=1

pl(xi)

=
n∏

i=1

N∑
j=1

δj(Xi = xi|DS
l )

N

(4)

其中 n为问题维数 (变量个数)，δj(Xi = xi |DS
l )={

1 Xi = xi

0 其他

5) 从概率向量 pl(x)中采样M 次，得到新一代

群体. 返回 2).
美国 UIUC 大学的 Harik 等人提出了紧致遗

传算法 (compact genetic algorithm, cGA) [9]. 在
cGA 算法中，由概率向量表示各个解的概率分布，
它与 PBIL 算法和 UMBA 算法的不同不仅在于概
率模型的更新算法，而且 cGA群体规模很小，只需
要很小的存储空间. cGA算法中，每次仅由概率向
量随机产生两个个体，然后对两个个体进行比较，按

照一定的策略对概率向量更新. 下面是 cGA的算法
描述：

1) 初始化概率向量 p0 (x)=p0 (x1, x2, · · · ,

xn)=(p0(x1), p0(x2), · · · , p0(xn)) =(0.5, 0.5, · · · ,

0.5), l = 0；
2) 对概率向量 pl(x)进行随机采样，产生两个

个体，并计算它们的适应值，较优秀的个体记为 xl
1，

较差的个体记为 xl
2；

3) 更新概率向量 pl(x)，使其朝着 xl
1 的方向改

变.对概率向量中的每一个值，如果 xl
1,i 6= xl

2,i，按照

下面策略进行更新，α ∈ (0, 1)一般取作 α = 1
2K
，K

为正整数. 如果 xl
1,i = 1，则 pl+1(xi) = pl(xi) + α；

如果 xl
1,i = 0，则 pl+1(xi) = pl(xi)− α.

4) l = l + 1，检测概率向量 pl(x)，对任意
i ∈ {1, · · · , n}，如果 pl(xi) > 1，则 pl(xi) = 1，如
果 pl(xi) < 0，则 pl(xi) = 0.

5) 如果 pl(x) 中，对任意 i ∈ {1, · · · , n}，
pl(xi) = 0 或 1，则算法终止，pl(x) 就是最终解.
否则转 2).

cGA实现更加简单，是一种适合于硬件实现的
分布估计算法 [9].

3.2 双变量相关的分布估计算法

PBIL、UMDA 和 cGA 算法都没有考虑变量
之间的相互关系，算法中任意解向量的联合概率

密度可以通过各个独立分量的边缘概率密度相乘

得到. 而在实际问题中，变量并不是完全独立的，
在分布估计算法研究领域，最先考虑变量相关性

的算法是假设最多有两个变量相关. 这类算法比较
有代表性的包括由 De Bonet 等于 1997 年提出的
MIMIC(Mutual information maximization for in-
put clustering)算法 [10]，Baluja于 1997年提出的
COMIT(Combining optimizers with mutual infor-
mation trees) 算法 [11]，Pelikan 等人于 1999 年提
出的 BMDA 算法 [12, 13] 等. 在这类分布估计算法
中，概率模型可以表示至多两个变量之间的关系.

MIMIC算法，是由美国 MIT人工智能实验室
的 De Bonet等人于 1997年提出的一种启发式优化
算法 [10]. 在MIMIC算法中，变量之间的相互关系
是一种链式关系，结构如图 3 所示，描述解空间的
概率模型写作

pπ
l (x) = pl(xi1 |xi2)pl(xi2 |xi3) · · · pl(xin−1 |xin

)pl(xin
)

(5)
其中 π = (i1, i2, · · · , in) 表示变量 (x1, x2, · · · , xn)
的一种排列，pl(xij

|xij+1)表示第 ij+1个变量取值为

xij+1 的条件下第 ij 个变量取值为 xij
的条件概率.

在 MIMIC 算法中构建概率模型时，我们期望得到
最优的排列，使得 pπ

l 与试验中得到的每代优势群体

的概率分布 pl(x)最接近.

图 3 MIMIC 算法中双变量相关的链式结构的概率图模型

Fig. 3 Probabilistic graphical model in MIMIC with

chain-like pairwise dependencies
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衡量两个概率分布之间的距离，可以采用 K-L
距离 (Kullback-Leiber divergence)，定义如下

Hπ
l (x) = hl(Xin

) +
n−1∑
j=1

hl(Xij
|Xij+1) (6)

其中， h(X) = −∑
x p(X = x) log p(X = x)，

h(X|Y ) = −∑
y h(X|Y = y)p(Y = y)，h(X|Y =

y) = −∑
x p(X = x|Y = y) log p(X = x|Y = y).

MIMIC 算法在每一代中要根据选择后的优势群
体构造最优的概率图模型 pπ

l (x)，也就是搜索最优的
排列 π∗ 使 K-L距离 Hπ

l (x)最小化. 为了避免穷举
所有 n!个可能排列，在 De Bonet的文章中，提出
了一种贪心算法，搜索变量的近似最优排列.

在MIMIC算法中，每一次循环，都要根据选择
的优势群体构造概率模型 pπ

l，然后由 pπ
l 采样产生

新的群体. 由于模型的复杂化，采样方法也与变量无
关的分布估计算法不同. 其基本思想是按照 π∗ 的逆
序，对第 in, in−1, · · · , i1个变量依次采样，构造一个

完整的解向量，描述如下：

1) j = n，根据第 ij 个变量的概率分布 pl(xij
)，

随机采样产生第 ij 个变量；

2) 根据第 ij−1 个变量的条件概率分布

pl(xij−1 |xij
)，随机采样产生第 ij−1 个变量；

3) j = j − 1，如果 j = 1，则一个完整的解向
量构造完成；否则转 2).

COMIT算法是 PBIL算法的提出者 Baluja于
1997 年提出的 [11]，用于解决双变量相关的优化问

题. COMIT 算法与 MIMIC 算法的最大不同在于
COMIT算法的概率模型是树状结构，如图 4所示.
首先随机产生一个初始的群体，从中选择比较优秀

的个体集作为构造概率模型的样本集，概率模型的

构造方法采用机器学习领域中的 Chow和 Liu提出
的方法，然后按照 MIMIC 算法介绍的采样方法对
概率树由上到下遍历，反复采样构造新的种群.

图 4 COMIT 算法中树状结构的概率图模型

Fig. 4 Probabilistic graphical model in COMIT with tree

structure

除了 MIMIC 算法和 COMIT 算法外，这类算
法中比较有代表性的还有 Pelikan等人于 1999年提
出的 BMDA算法 [12, 13] 等，限于篇幅本文不予详细

介绍.

3.3 多变量相关的分布估计算法

最近几年研究更多的是多变量相关的分布估

计算法. 在这种算法中，变量之间的关系更加

复杂，需要更加复杂的概率模型来描述问题的解

空间，因此也需要更加复杂的学习算法来构造相

应的概率模型. 这类算法中，比较有代表性的是
ECGA(Extended compact genetic algorithm) 算
法 [14]、FDA(Factorized distribution algorithms)
算法 [15∼19]、贝叶斯优化算法 (Bayesian optimiza-
tion algorithm, BOA)[20∼22] 等等.

FDA 算法由德国学者 Mühlenbein 于 1998 年
提出 [15∼19]，可以解决多变量耦合的优化问题. 针对
特定问题，FDA算法用一个固定结构的概率图模型
表示变量之间的关系，进化过程中仅需要根据当前

群体更新概率模型的参数. 这种算法的不足在于，
需要专家事先给出变量之间的关系. 对于数学形式
已知的优化问题，我们可以预先得到描述变量关系

的概率图结构，然后采用 FDA算法，反复进行参数
学习和随机采样，对问题进行求解. 但是对于很多
数学形式复杂或者黑箱的优化问题，则不能直接采

用 FDA算法进行求解.
ECGA算法由美国UIUC大学的Harik等人提

出 [14]. ECGA算法是 cGA的扩展，在 ECGA算法
中，将变量分成若干组，每一组变量都与其他组变量

无关. 如果用 P (Si)表示第 i组变量的 “联合” 概率
分布，由于任何两组变量之间无关，那么所有变量的

联合概率分布可以表示为 P (X) =
∏k

i=1 P (Si)，其
中 k表示变量可以分为 k组，并且

⋃k

i=1 Si = X，X

表示所有变量组成的集合，∀i, j ∈ {1, · · · , k}, i 6=
j，Si ∩ Sj = 0. 这种算法对于解决变量组之间无交
叠的问题很有效，但是对于变量组有交叠的问题，则

将构造出不准确的概率模型，表现较差的性能.
BOA算法是由美国UIUC大学的 Pelikan等提

出的 [3,20∼22]，2005年 Pelikan出版了关于 BOA算
法的第一本专著 [23]. 在BOA算法中，由选择后的优
势群体作为样本集构造贝叶斯网络，然后对贝叶斯

模型采样产生新一代群体，反复进行. 贝叶斯网络是
一个有向无环图，可以表示随机变量之间的相互关

系. 通过贝叶斯网络可以求得联合概率密度 p(X) =∏n

i=1 p(Xi|ΠXi
)，其中 X = (X1, X2, · · · , Xn)表示

问题的一个解向量，ΠXi
表示贝叶斯网络中 Xi 的

父节点集合，p(Xi|ΠXi
)表示给定Xi父节点的条件

下 Xi 取值的条件概率. BOA算法可以简单描述如
下：

1) 随机产生初始群体 P (0)，t = 0；
2) 计算 P (t)中各个个体的适应值，并选择优势

群体 S(t)；
3) 由 S(t)作为样本集构造贝叶斯网络 B；



118 自 动 化 学 报 33卷

4) 贝叶斯网络可以表示解的概率分布，对贝叶
斯网络 B 反复采样产生新的个体，部分或者全部替

换 P (t)，生成新的群体 P (t + 1)；
5) t = t+1，如果终止条件不满足，转 2)；否则

算法结束.
BOA算法中最重要的是学习算法和采样算法.

贝叶斯网络的学习，包括结构的学习和参数的学

习. 结构的学习是指学习网络的拓扑结构，参数的
学习是指给定拓扑结构后学习网络中各个节点的

条件分布概率. 贝叶斯网络的结构学习是一个 NP
难问 题 [24] ，在统计学习领域有着广泛深入的研

究，在文 [23] 中采用的是贪心算法，时间复杂度为
O(n2N + n3)，其中 n是问题维数，N 是样本个数.
贝叶斯网络的采样，按照从父节点到子节点的顺序

依次随机采样生成，时间复杂度为 O(n) [3, 20].
除此之外，西班牙学者提出的 EBNA (Estima-

tion of Bayesian network algorithm)算法 [1, 25, 26]、

德国学者提出的 LFDA (Learning factorized distri-
bution algorithm)算法等都采用了贝叶斯网络模型
[1, 26]，与 BOA算法类似.

4 连续域的分布估计算法

前一节介绍的分布估计算法都是针对二进制编

码问题的, 在实际工程和科学研究中，研究定义域
为实数的优化算法有着重要的意义. 遗传算法最初
研究的是二进制编码的算法，后来发展了实数编码

的遗传算法. 分布估计算法的发展和遗传算法相似，
随着二进制编码算法的发展，人们开始研究具有更

普遍意义的、解决连续域问题的分布估计算法. 连
续 EDA是在离散 EDA的基础上发展起来的，很多
算法的思想来源于或借鉴离散 EDA . 由于连续空间
概率模型的复杂性给设计有效的分布估计算法增加

了难度，因此连续 EDA的发展相对缓慢.
UMDAc算法是UMDA算法的扩展 [27]，PBILc

算法是 PBIL算法的扩展 [28]，这两种算法是比较有

代表性的变量无关分布估计算法，都采用了高斯

分布作为描述连续解空间的概率模型. UMDAc

算法和 PBILc 算法的不同在于采用了不同的构造

方法更新高斯分布模型. 除此之外，SHCLVND
(Stochastic hill climbing with learning by vectors
of normal distributions)算法也是研究较早的基于
高斯分布的随机优化算法 [29]. 除了高斯分布外，直
方图分布是日本学者提出的另外一种描述连续解空

间概率模型的有效方法 [30].
多变量相关性的连续域 EDA 算法主要有以下

工作. 在 EMNA(Estimation of multivariate nor-
mal algorithm)算法中，采用多变量的高斯模型表

示解的概率分布，在进化过程中的每一代采用最大

似然估计方法，估计多变量高斯分布的均值向量和

协方差矩阵 [27, 31]. EGNA (Estimation of Gaus-
sian networks algorithm)算法是一种基于高斯图模
型的分布估计算法，高斯图模型中的有向边表示变

量之间的关系，每个变量都由一个高斯分布表示其

概率密度. 在进化过程中，需要根据当前群体重新构
造高斯图网络结构 [32]. EMNA算法和 EGNA算法
中，都是采用了单峰的概率模型，对于形状复杂的优

化问题，单峰的高斯分布模型不能有效地描述解在

空间的分布. IDEA 算法 [33] 是一种基于混合高斯

分布和高斯核函数的分布估计算法，这种方法虽然

能够在解决多峰问题中一定程度上克服了 EMNA
算法和 EGNA算法的缺点，但是 IDEA算法也没有
充分考虑变量之间的关系.

连续域 EDA算法的设计还面临很大困难. 主要
原因在于：每一个连续变量都有无限的取值，这使

得优化算法的搜索空间很大；其次，通过尽可能少

的样本构造连续空间的概率模型是一个很难的问题，

特别是随着维数的增加，构造连续域概率模型将变

的更难. 通过有限样本集，构造表示连续变量之间的
耦合关系的概率图模型，仍然需要进一步的研究.

5 分布估计算法的理论研究

分布估计算法是一种基于试验分析的随机优化

算法，其理论研究相对比较薄弱. 总的来看，理论研
究主要集中在二进制编码的分布估计算法，并且主

要针对概率图模型比较简单的算法，主要涉及算法

的收敛性分析、EDA算法的时空复杂性等.
针对比较简单的变量无关的 EDA 算法的理论

研究主要包括以下工作. 在 1997 年，Hohfeld 等人
分析了 PBIL算法中概率向量的随机变化过程，证
明了对于线性的二进制优化问题，PBIL 算法能保
证群体收敛至全局最优解，同时指出对于非线性问

题 PBIL 算法可能陷入局部极值 [34]. Cristina 等
人采用离散的动态系统对 PBIL算法建模，理论证
明在学习速率趋向于 0 的情况下，PBIL 算法的概
率向量的变化遵循动态系统的演化过程，并指出

PBIL 算法只有在求解单模态问题时才能全局收敛
[35]. Mühlenbein 等人则分析了 UMDA 算法的收
敛性，得到与 PBIL算法相同的结果 [8]. Shapiro等
人研究了 UMDA算法中学习参数与问题之间的关
系 [36].
针对 FDA算法，Mühlenbein等人证明了其解

决可加性分解问题时的收敛性，基本思想是将可加

性分解问题转化为广义的线性问题，借鉴UMDA收
敛性理论成果，证明如果一个函数可以分解为若干
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分离的子函数，那么 FDA算法能全局收敛 [15]. Q.
Zhang等对种群规模无穷大的 EDA算法进行数学
建模，理论证明了如果概率模型能精确反映选择后

群体的分布，那么在采用比例选择、截断选择、二

个体锦标赛选择这三种选择算子的情况下 EDA算
法是全局收敛的. 该理论成果从侧面说明了概率模
型在分布估计算法中的重要地位，实际上随着问题

结构的复杂，很难建立精确的概率模型 [37, 38]. 2004
年，Q. Zhang通过对比 UMDA和 FDA两种算法，
理论分析了高阶统计量对于分布估计算法性能的影

响，证明了 FDA算法在解决可加性分解的优化问题
时能理论上收敛于全局最优解 [39]. R.Rastegar 等
[40] 给出了种群规模无限大的情况下，EDA算法收
敛到全局最优所需要的代数. 以上理论研究的局限
性在于都对 EDA算法做了某种假设，例如种群规模
无限大、概率模型能精确反映问题结构等.

在空间复杂性方面，Y. Gao 等人研究了分布
估计算法中 FDA和 BOA的空间复杂性，以可加性
分解的函数作为研究对象，采用图和树表示可加性

分解函数的变量关系，理论证明了这两种算法具有

与问题规模呈指数级增长的空间复杂性. 该研究说
明了问题结构 (即变量之间耦合关系) 对问题求解的
重要性，同时也说明了分布估计算法在解决变量耦

合关系很复杂的问题时具有局限性 [41]. 在时间复杂
度方面，Pelikan等人研究了 BOA算法的可扩展性，
证明了 BOA算法在解决一类可加性分解的黑箱优
化问题时，适应值函数的计算次数与问题规模呈二

次多项式或次二次多项式关系，并讨论了 BOA 算
法中种群大小设置与问题规模之间的关系 [22, 23, 42].
另外，在分布估计算法的理论分析方面，熵理

论成为重要的理论工具. Mühlenbein 等人采用最
大熵逼近理论分析 EDA算法，指出 EDA算法的目
标是最小化当前群体概率分布与目标概率分布之间

的 K-L距离；基于最大熵的理论框架，给出了分布
估计算法的动态特性与统计物理中最大熵分布的关

系 [43]. 2005年，古巴学者 Roberto基于统计物理中
的 Kikuchi逼近理论，分析了采用马尔可夫随机场
表示可分解的概率分布的理论基础，并提出基于无

向图概率模型的分布估计算法 MN-EDA (Markov
network estimation of distribution algorithm)[44].
2006年，Jǐŕı O.提出了基于熵的收敛性度量，并在
此基础上给出了基于熵度量的 EDA算法终止判定
[45].
分布估计算法的理论研究还有很多工作要做.

以上研究成果都是针对二进制编码的分布估计算法，

针对连续域 EDA算法的理论研究还很少；目前的研
究大都对 EDA算法进行了假设，例如算法迭代无限
次、种群规模无穷大、概率模型能精确反映问题结

构等，而在实际算法中这种假设是不成立的. EDA
算法的理论分析仍然是一个有挑战的课题.

6 基于概率模型的其他相关算法

最近几年，在进化计算领域涌现出了很多基于

概率模型的进化算法，这些算法的共同特点是通过

一个概率模型表示解的分布，然后通过采样产生新

的解. 这类算法中除了 EDA 相关文献中经常提到
的上述算法外，还有很多其他的算法也是通过将统

计学习和进化机制相结合而产生的有效的搜索算

法. 本文将这些算法归为分布估计算法，并将按照
EDA的统一框架对这些算法进行简述. 这类算法包
括 SGA(Selfish gene algorithm) 基因算法 [46]、随

机遗传算法 (StGA)[47]、量子遗传算法 [48∼50] 等.
SGA基因算法是意大利学者受 Selfish Gene理

论启发，于 1998年提出的一种进化算法 [46]. SGA
算法用于解决二进制编码的问题. 在算法中，把群体
看成虚拟群体，虚拟群体由一个概率向量产生，然

后通过竞争机制产生惩罚基因和奖励基因，用于更

新概率向量，反复进行，直到产生满意解. 可以发现
SGA算法与 PBIL、UMDA算法很相似.

随机遗传算法 (StGA)是新加坡学者于 2004年
针对实数域优化问题提出的. 在这种算法中，作者
提出了一种随机编码策略，使得传统遗传算法中 “点
到点” 的搜索变为 “区域到区域” 的搜索过程. 高斯
分布函数用于表示 “区域”，区域内的个体通过随机
采样产生. StGA算法有与 EDA算法相似的地方，
与进化策略 (ES)也比较相似 [47].

量子进化算法是由韩国学者 Han 等人提出的，
借鉴了量子信息的表达方式和信息处理模式. 这种
算法与量子计算机上的量子算法不同，它是一种在

传统计算机上运行的优化算法. 在量子进化算法中，
用量子比特串来表征描述解空间的概率模型，由量

子比特串的 “坍塌” 操作 (本质上是对量子比特串
随机采样) 产生传统意义上的个体，然后评价产生
的个体并构造 “量子门”，实现对量子比特串的更新
[48∼50].

7 分布估计算法的研究热点

分布估计算法的研究方兴未艾，在算法设计、理

论研究和实际应用方面仍需要做很多工作. 作为一
种新型的优化技术，分布估计算法的核心是解空间

的概率模型，针对特定的优化问题，综合考虑搜索

空间的结构、概率模型的学习算法、样本产生算法

等，选择合适的概率模型，是发挥分布估计算法性能

的关键所在. 分布估计算法的本质是统计学习与进
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化算法的结合，通过统计学习手段对群体中的数据

进行分析和建模，以挖掘搜索空间结构的相关知识，

更好提高搜索效率. 实际上，在进化计算领域，采用
机器学习的方法分析数据、指导搜索已经成为设计

新算法的趋势 [51, 52]. 但是值得注意的是，统计学习
的引入也会给进化计算带来了新的时间和空间开销，

因此在科学研究或工程应用中，必须平衡统计学习

和进化搜索的关系，设计算法的目的是更精确、快

速的求解问题.
下面将分别介绍分布估计算法研究领域的不足

之处和研究热点，并期望能通过下面的介绍使读者

了解该技术的关键和难点，把握它的发展趋势.
1) 分布估计算法与其他搜索技术的混杂. 智

能混杂算法是当前智能优化算法的研究热点，可以

融合多种优化算法的优势，提高算法的性能. 目前
文献中，已经出现了很多种基于分布估计算法的混

杂算法，例如独立成分分析 (ICA) 与 EDA 的混杂
[53]，DE(Differential evolution) 算法与 EDA 的结
合 [54]，传统遗传算法与 EDA的结合 [55]，再励学习

加强 EDA算法的搜索能力 [56]，爬山算法加强 EDA
的局部寻优能力 [57]，基于最大熵理论的 EDA [58]，

采用集成学习方法增强 EDA性能 [59] 等等. 还有很
多与 EDA相关的混杂算法，这里不一一列举. 其他
智能手段与分布估计算法的混杂，将提高 EDA算法
的搜索能力，更好的平衡算法的收敛性和群体多样

性.
2) 分布估计算法的理论研究. 如本文第 5节所

述，分布估计算法的理论研究相对比较薄弱，并且目

前的研究工作仅仅局限于二进制编码分布估计算法.
目前的研究大都对 EDA算法进行了假设，例如算法
迭代无限次、种群规模无穷大、概率模型精确反映

问题结构，而在实际中这种假设是不成立的. 理论
研究的热点包括 EDA 算法的收敛性分析、时空复
杂性分析等. 探讨 EDA 算法与传统遗传算法之间
的关系、深入了解 EDA算法适合解决哪类问题 (即
问题结构与概率模型的关系) 也是值得研究的问题.
EDA算法理论基础方面仍需要做很多的工作，以更
好的分析和挖掘这种算法的潜力.

3) 针对多目标优化和多模态优化的分布估计算
法的研究. 多目标优化算法是当前进化计算领域的
研究热点. 随着分布估计算法的发展，以及该算法在
解决问题时所表现的优越性能，人们开始着手设计

解决多目标优化问题的分布估计算法. 多目标 EDA
算法的基本思想是，将多目标进化算法 (MOEA)中
处理多目标优化的策略引入到 EDA 算法中，并结
合 EDA算法的特点设计求解 Parato解集更有效的
算子. 例如，mBOA 将 NSGA-II 中的选择策略与
BOA算法相结合，在试验中用 mBOA解决欺骗的

多目标优化问题表现出了比 NSGA-II 更好的性能
[60, 61]；H. Li等提出了混杂的多目标 EDA算法，采
用了加权平均的方法将多目标问题转化为单目标问

题 [62]；Laumanns 等人将多目标进化算法 SPEA2
的选择策略引入到 BOA中，用于解决多目标的 01
背包问题 [63]；D. Thierens等人的工作是将连续域
的分布估计算法进行扩展，解决连续域多目标优化

问题，采用混杂的高斯分布表示 Pareto 解集的分
布，并设计了专门的截断选择算子，保持群体的多样

性 [64, 65]. 在多模态优化方面，代表性工作是 Peňa
J. M等人提出的 UEBNA算法，用于解决二进制编
码的多模态优化问题，其特点在于设计了贝叶斯网

络的无监督学习策略，避免基因流失，试验分析表

明了该算法在解决多模态优化问题的优良性能 [66].
4) 强化分布估计算法的研究. 分布估计算法的

核心是概率图模型. 但是我们可以看到，随着待解
决问题的复杂化和概率图模型的复杂化，分布估计

算法中概率模型的学习占用了大部分的时间和空间

开销 [26]，这必然将成为分布估计算法发展的瓶颈.
因此，强化和改进分布估计算法是该领域研究的难

点和热点. 这方面的发展趋势主要包括分布估计算
法的并行化、稀疏的概率模型学习策略、针对特定

问题的专家知识的引入和辅助建模.
分布估计算法的并行化可以分为以下几种：a)

概率模型学习的并行化. 这部分研究主要集中在概
率模型比较复杂的 BOA 算法方面 [26,67∼69]. b) 采
样过程的并行化. 群体中的个体是由概率模型随机
采样产生的，一般的，个体之间是相互独立的，因此

群体的产生可以并行进行. 这方面的研究较少，主
要有 Pelikan 等研究了 BMDA 算法中采样的并行
化 [70]. 除此之外，进化计算领域广泛研究的基于多
种群的并行化策略、Island 模型并行化、适应值函
数的并行化计算等都可以引入到分布估计算法的研

究领域 [71, 72].
稀疏的概率模型学习策略的基本思想是，在

BOA算法中，贝叶斯网络的结构每隔若干代更新一
次，贝叶斯网络的参数每一代都更新，这样由于参

数学习的时间复杂度远远低于结构学习，稀疏建模

将提高分布估计算法的效率 [73].
将先验知识引入到分布估计算法的概率模型学

习中 [74∼76]，主要工作包括：Baluja S.提出将专家
知识引入到分布估计算法中，以减少概率模型学习

带来的时间开销 [74]；Wright A.等通过 “联结关系”
检测算法，得到变量之间的相互关系，即概率模型

的结构，在后续的进化过程中仅仅需要进行概率模

型的参数学习 [75].
5) 分布估计算法在非二进制编码领域的研究.

EDA算法源于对二进制编码的遗传算法的研究，因



2期 周树德等：分布估计算法综述 121

此大部分研究成果针对二进制编码的优化问题. 实
际上，大量的优化问题是多值离散的组合优化问题、

排列优化问题和连续优化问题，特别是在排列优化
[77∼79] 和连续优化问题上，EDA算法的研究进展相
对缓慢. 连续域 EDA算法研究的难点在于，对于复
杂的多峰的、强耦合的、非线性连续优化问题，需要

复杂的连续域概率图模型表示解空间分布，目前所

采用的简单高斯分布、线性关系的高斯图模型仍有

不足；但是复杂的概率图模型也会给算法的时间复

杂性带来问题.
6) 分布估计算法的应用. 试验分析表明分布估

计算法在求解问题时表现出了比一般遗传算法更好

的性能，应用分布估计算法解决工程和科学中的复

杂优化问题具有很大的潜力. 目前，分布估计算法已
经在众多领域得到了成功的应用，例如，基于 EDA
算法的汽车齿轮机械结构的优化设计 [80]、采用贝叶

斯优化算法进行特征选择 [81]、不精确图形的模式匹

配 [82]、基于 EDA算法的软件测试 [83]、EDA算法
在癌症分类中的应用 [84]、生物信息学中的特征提取
[85]、军事天线的优化设计 [86] 等等. 分布估计算法
的应用已经渗透到了模式识别 [81, 82, 84, 85, 87, 88]、运

筹学 [79, 89]、工程优化 [80, 86]、机器学习 [88, 90] 和生

物信息 [85] 等众多领域. 毋庸置疑，使用分布估计算
法解决在科学研究和工程应用中碰到的优化问题将

是未来几年的研究热点.

8 总结

分布估计算法是进化计算领域内一个崭新的分

支，由于这种算法能够显式的表示变量之间的关系，

能快速、准确、可靠的解决传统遗传算法束手无策

的一类优化问题，在短短的几年时间内，引起了国际

学术界的广泛关注，因此分布估计算法成为国际进

化计算领域的研究热点，也逐渐成为解决实际工程

优化问题的热门工具. 分布估计算法是遗传算法和
统计学习的结合，通过统计学习的手段建立描述解

空间个体分布的概率模型，然后对概率模型随机采

样产生新的群体，如此反复进行，实现群体的进化.
分布估计算法中没有传统的交叉、变异等遗传操作，

通过对整个群体建立数学模型，直接描述整个群体

的进化趋势，是对生物进化 “宏观” 层面上的数学建
模. 分布估计算法给人类解决复杂的优化问题提供
了新的工具，它通过概率模型可以描述变量之间的

相互关系，从而对解决非线性、变量耦合的优化问

题更加有效. 分布估计算法的研究将极大丰富混杂
智能优化算法的研究内容，给优化问题的求解提供

新的思路，具有巨大的科研价值和应用潜力. 分布
估计算法的研究方兴未艾. 希望通过本文介绍，使读

者对该领域有一个初步的认识，并能将此方法应用

到科学和工程领域中的各种优化问题中去.
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45 Jǐŕı O. Entropy-based convergence measurement in dis-
crete estimation of distribution algorithms. In: Lozano
et al. (Eds): Towards a New Evolutionary Computation:
Advances in the Estimation of Distribution Algorithms.
Springs-Verlag, 2002. 125∼142

46 Corno F, Reorda M S, Squillero G. The selfish gene algo-
rithm: a new evolutionary optimization strategy. In: Pro-
ceedings of the 13th Annual ACM Symposium on Ap-
plied Computing (SAC’98). Atlanta, Georgia, USA: 1998.
349∼355

47 Tu Z, Lu Y. A robust stochastic genetic algorithm (StGA)
for global numerical optimization. IEEE Transaction on
Evolutionary Computation, 2004, 8(5): 456∼470

48 Han K H, Kim J H. Quantum-Inspired Evolutionary Algo-
rithm for a class of combinatorial optimization. IEEE Trans-
actions on Evolutionary Computation, 2002, 6(6): 580∼593



2期 周树德等：分布估计算法综述 123

49 Han K H, Kim J H. Quantum-inspired evolutionary algo-
rithms with a new termination criterion, Hε gate, and two-
phase scheme. IEEE Transactions on Evolutionary Compu-
tation, 2004, 8(2): 156∼169

50 Zhou S, Sun Z. A new approach belonging to EDAs:
quantum-inspired genetic algorithm with only one chromo-
some. In: Proceedings of First International Conference on
Natural Computation (ICNC’05), Changsha, China, 2005.
141∼150

51 Michalski R S. Learnable evolution model: Evolutionary
processes guided by machine learning. Machine Learning
2000, 38: 9∼40

52 Wojtusiak J, Michalski R S. The LEM3 System for Non-
darwinian Evolutionary Computation and Its Application
to Complex Function Optimization. Reports of the Machine
Learning and Inference Laboratory, MLI 05-2, George Ma-
son University, Fairfax, VA, Oct. 2005

53 Sun J, Zhang Q, Tsang E. DE/EDA: A new evolutionary al-
gorithm for global optimization. Information Sciences, 2005,
169: 249∼262

54 Cho D Y, Zhang B T. Evolutionary continuous optimiza-
tion by distribution estimation with variational Bayesian
independent component analyzers mixture model. Lecture
Notes in Computer Science, 2004, 3242: 212∼221

55 Peňa J M, Robles V, Larrañaga P, Herves V, Rosales F,
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