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研究论文 求解多维半透明介质内辐射传递的谱元法

赵军明，刘林华

（哈尔滨工业大学能源科学与工程学院，黑龙江 哈尔滨１５０００１）

摘要：直角坐标系下的辐射传递方程可以看作一类特殊的对流扩散方程，且具有强对流特性。采用数值方法求

解该问题需要特别的稳定技术，否则计算结果往往会出现非物理振荡现象。本文发展了基于流向迎风彼得罗夫

伽辽金 （ＳＵＰＧ）格式的谱元法来求解多维半透明介质内的辐射传递。采用３个算例对ＳＵＰＧ谱元法求解多维半

透明介质内辐射传递的性能进行了检验。结果表明，与伽辽金谱元法相比，ＳＵＰＧ谱元法有效地消除了解的非

物理振荡现象，同时与解析解及文献中的结果相比较，ＳＵＰＧ谱元法对于求解多维半透明介质内的辐射传递有

着很好的精度。
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引　言

求解半透明介质内的辐射传递具有很广泛的工

程应用背景，例如应用于燃气轮机燃烧室［１］、锅炉

　　犚犲犮犲犻狏犲犱犱犪狋犲：２００６－０６－１６．

犆狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵犪狌狋犺狅狉：Ｐｒｏｆ．ＬＩＵ Ｌｉｎｈｕａ．犈－ 犿犪犻犾：ｌｈｌｉｕ

＠ｈｉｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

犉狅狌狀犱犪狋犻狅狀犻狋犲犿：ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ

ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（５０４２５６１９，５０３３６０１０）．

　

与各种工业炉内的燃烧［２］、太阳能利用［３］、火箭推

进［４］、脉冲激光［５］、生物工程［６］等，因此发展求解



半透明介质内辐射传递的高效数值方法是一项重要

的研究内容。近几十年来，已发展了许多数值方法

求解半透明介质内的辐射换热，主要有蒙特卡洛

法、区域法、离散坐标法［７８］、有限体积法［９１１］等。

但这些方法大都是低阶方法 （一般仅具有１阶或２

阶的精度），同时仅具有犺收敛性，即为了获得更

高的精度只能通过加密网格来实现，这往往需要繁

杂的网格重新划分的操作。

谱元法首先由Ｐａｔｅｒａ
［１２］提出并在之后被成功

地应用于计算流体力学和传热等领域。该方法具有

犺狆收敛特性。为了克服低阶方法的不足，谱元法

受到重视并开始应用于半透明介质内辐射传递的求

解。Ｐｏｎｔａｚａ等
［１３］采用最小二乘Ｌｅｇｅｎｄｒｅ谱元法

求解了一维半透明介质内的辐射传递。Ｚｈａｏ等
［１４］

发展了一种最小二乘Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ谱元法并应用于求

解多维半透明介质内的辐射传递。这些工作显示出谱

元法求解一维及多维辐射传递问题具有很好的前景。

目前，对于谱元法应用较为广泛的稳定格式除

了最小二乘法 （ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ，ＬＳ），主要还有流向

迎风格式 （ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｕｐｗｉｎｄ，ＳＵ）
［１５］，流向迎风

彼得罗夫伽辽金格式 （ｓｔｒｅａｍｉｎｇｕｐｗｉｎｄＰｅｔｒｏｖ

Ｇａｌｅｒｋｉｎ，ＳＵＰＧ）
［１５］。与ＳＵ格式相比，ＳＵＰＧ格

式因满足一致性，同时具有良好的稳定特性而在计

算流体力学等领域得到了广泛的应用［１５１７］。

本文发展了基于ＳＵＰＧ迎风格式的谱元法来

求解多维半透明介质内的辐射传递。采用３个算例

对ＳＵＰＧ谱元法求解多维半透明介质内辐射传递

的性能进行了检验。

１　辐射传递的离散坐标方程

考虑吸收、发射和散射灰介质内的辐射传递，

离散坐标形式的辐射传递方程可以写为

Ω
犿·犐犿 ＋β犐

犿
＝犛

犿 （１）

其中，源项犛犿定义为

犛犿 ＝κａ犐ｂ＋
κｓ
４π∑

犕

犿′＝１

犐犿′Φ
犿′，犿狑犿′ （２）

对不透明漫射边界 （Ω
犿·狀ｗ＞０）给定边界条件：

犐
犿
ｗ ＝εｗ犐ｂｗ＋

１－εｗ

π ∑
狀
ｗ
·Ω
犿′
＜０

犐
犿′
ｗ 狀ｗ·Ω

犿′ 狑犿′ （３）

其中，狀ｗ为壁面内法向矢量，Ω 为辐射方向矢量。

若将Ω
犿看作速度矢量，则算子Ω

犿·可以认为是

一个对流算子。因此对每一个Ω
犿，式 （１）可以看

作是具有强对流特性的特殊对流扩散方程。对流项

的出现会导致求解过程的不稳定，若不作特殊稳定

处理，数值解会出现非物理振荡。

２　谱元法离散及稳定格式的施加

２１　谱元近似

谱元法在各单元上以正交函数系作为基函数。

本文采用Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式作为基函数。定义在

一维标准单元 ［－１，１］上的犖－１阶节点基函数

为通过犖 个ＣｈｅｂｙｓｈｅｖＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏ （ＣＧＬ）节

点的拉格朗日插值多项式。ＣＧＬ节点由式 （４）

给出

ζ犼 ＝－ｃｏｓ
犼－１
犖－１
（ ）π ，犼＝１，…，犖 （４）

通过使用重心插值公式，拉格朗日插值多项式可以

写为［１８］

犺犻（ζ）＝

犪犻

ζ－ζ犻

∑
犖

犼＝１

犪犼

ζ－ζ犼

，　ζ∈ ［－１，１］ （５）

其中

犪犼 ＝ （－１）
犼－１δ犼，δ犼 ＝

１／２，犼＝１ｏｒ犖

１，｛ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ （６）

对于多维情形，基函数通过张量积来得到。谱

元近似节点形函数的构造见文献 ［１４］。基于谱元

近似各节点形函数犻，Ω
犿方向的辐射强度犐犿可以

近似为

犐犿（狓）≈∑

犖
ｓｏｌ

犻＝１

犐
犿
犻犻（狓） （７）

其中，犐
犿

犻
表示犐犿在节点犻处的数值，犖ｓｏｌ为求解节

点总数。

２２　犛犝犘犌迎风格式离散

谱元法以谱元近似结合加权余量法对偏微分方

程进行求解。对于ＳＵＰＧ格式，加权余量法权函

数犠犼取为

犠犼 ＝犼＋αΩ
犿·犼 （８）

其中，α为迎风因子或称为流向扩散系数。将谱元

近似式 （７）带入式 （１）并应用加权余量法，线性

算子方程 （１）的ＳＵＰＧ离散形式可写为

犓犿犐犿 ＝犎
犿 （９）

其中，刚度矩阵犓犿及方程右边向量犎犿定义为

犓
犿

犼犻 ＝∫犞 犼Ω
犿·（ ）犻 ｄ犞＋∫犞 β犻（ ）犼 ｄ犞

　＋∫犞α Ω
犿·犻Ω

犿·（ ）犼 ｄ犞

＋∫犞α β犻Ω
犿·（ ）犼 ｄ犞 　
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犎
犿

犼 ＝∫犞犛
犿
犼ｄ犞＋∫犞α Ω

犿·犼犛（ ）犿 ｄ犞 （１０）

对于边界条件，采用配点法［１４］进行施加。式

（９）给出的各方向的矩阵方程采用直接高斯消去法

求解，而各方向之间的耦合采用文献 ［１４］中给出

的迭代方案进行求解。

３　结果与分析

３１　算例１：具有高斯形源项的黑体平行平板

考虑一维无散射无限长黑体平板间的辐射传

递。介质内的辐射源项为具有高斯函数的形式。此

问题可以采用辐射传递方程描述为

μ
ｄ犐
ｄ狓
＋κ犪犐＝ｅ

－（狓－犮）
２／γ
２
，狓，犮∈ ［０，１］ （１１）

当μ＞０时边界条件按式 （１２）给定：

犐（０，μ）＝κ犪
－１ｅ－犮

２／γ
２

（１２）

这里研究犮＝０．５和γ＝０．０２时的情形。应用

ＳＵＰＧ谱元法求解此问题，空间离散采用４个单

元，基函数取为１０阶Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式。图１给

出了当μ＝１，κ犪＝０．１及迎风因子α分别取为０．１

和０．０１ 时 辐 射 强 度 的 计 算 结 果 并 与 解 析 解

（ａｎａｌｙｔｉｃａｌ）及相同空间离散时最小二乘谱元法

（ＬＳＳＥＭ）及伽辽金谱元法 （ＧＳＥＭ）进行了比

较。与解析解相比，伽辽金谱元法的计算结果有明

显的非物理振荡，而ＳＵＰＧ谱元法及最小二乘谱

元法有效地消除了非物理振荡。同时随着迎风因子

α从０．０１增大到０．１，由于扩散作用增强，ＳＵＰＧ

谱元法的稳定性略有提高，接近于最小二乘谱元法

的计算结果。相对于精确解ＳＵＰＧ谱元法的最大

相对误差小于０．９％。

图１　平板间的辐射强度分布

Ｆｉｇ．１　Ｒａｄｉａｔｉｖｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｂｅｔｗｅｅｎｐａｒａｌｌｅｌｐｌａｔｅｓ

３２　算例２：黑体方腔内的各向异性散射

为了检验由ＳＵＰＧ格式迎风效应带来的附加

扩散对辐射散射特性的影响，考虑二维黑体方腔内

的各向异性散射问题。基于方腔边长犔＝１的光学

厚度 （τ犔＝β犔）为１．０。介质温度犜ｇ＝１０００Ｋ，

各壁面均保持为０Ｋ。散射特性由Ｆ２散射相函数

描述，其不对称因子为０．６６９７２。

应用ＳＵＰＧ谱元法求解此问题，空间离散采

用１６个四边形单元，基函数取４阶Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多

项式，角度离散取为Ｓ８。图２中给出了不同迎风

因子时下壁面的量纲１净辐射热流分布，同时与文

献 ［１９］中ＤＯＭ的计算结果进行对比。两种迎风

因子时的计算结果与文献 ［１９］中的结果均符合很

好，ＳＵＰＧ谱元法的最大相对误差小于０．７％。当

迎风因子α从０．０１增大到０．１时ＳＵＰＧ谱元法的

计算结果差别较小。

图２　下壁面量纲１净辐射热流分布

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｎｅｔｗａｌｌｒａｄｉａｔｉｖｅｈｅａｔ

ｆｌｕｘｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｂｏｔｔｏｍｗａｌｌ
　

３３　算例３：充满无散射灰体介质的梯形域

考虑充满无散射灰体介质的黑体梯形域内的辐

射传递。梯形域下壁面的宽度为犔＝１ｍ。介质温

度为犜ｇ＝１０００Ｋ，所有壁面温度保持为０Ｋ。空

间划分分别采用３和２７个单元两种方案，基函

数均取为４阶多项式，角度离散取为Ｓ８。图３

给出了当单元数为３时单元划分及谱节点的

分布。

图４给出了不同光学厚度，不同迎风因子及不

同离散方案时下壁面量纲１净辐射热流分布并与文

献 ［２０］中给出的精确解进行了比较。从图４中可

以看出在空间划分单元数为３和２７两种方案下

ＳＵＰＧ谱元法的计算结果与文献 ［２０］的精确解均

符合很好，ＳＵＰＧ 谱元法的最大相对误差小于
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图３　梯形域网格划分及谱节点分布 （犖ｅｌ＝３）

Ｆｉｇ．３　Ｄｏｍａｉｎｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｓｐｅｃｔｒａｌｎｏｄｅ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｒａｐｅｚｏｉｄａｌｅｎｃｌｏｓｕｒｅ（犖ｅｌ＝３）

　

图４　下壁面量纲１净辐射热流分布

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｎｅｔｗａｌｌｒａｄｉａｔｉｖｅｈｅａｔ

ｆｌｕｘｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌｏｎｇｂｏｔｔｏｍｗａｌｌ
　

２％，说明该算法不依赖网格。当迎风因子α从

０．０１增大到０．１时ＳＵＰＧ谱元法的计算结果差别

较小。

４　结　论

辐射传递方程可以看作是一种具有强对流特性

的对流扩散方程。这类方程的解往往会出现大梯度

甚至间断。对于该类方程的求解需要特别的稳定技

术，否则结果可能会出现非物理振荡。本文发展了

基于流向迎风彼得罗夫伽辽金 （ＳＵＰＧ）格式的

谱元方法来求解半透明介质内的多维辐射传递。采

用３个算例对ＳＵＰＧ谱元法求解多维半透明介质

内辐射传递的性能进行了检验。与伽辽金谱元法相

比，ＳＵＰＧ谱元法可以有效地消除解的非物理振荡

现象，同时与解析解及文献中结果比较，ＳＵＰＧ谱

元法对于求解多维半透明介质内的辐射传递有着很

好的精度。
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ｂｌｏｃｋ，ａｎｄｅｍｂｅｄｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｔｒｅａｔｍｅｎｔｓ．犃犛犕犈犑．犎犲犪狋

犜狉犪狀狊犳犲狉，２０００，３６６：

櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒櫒
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《化工学报》赞助单位
四川大学化工学院

浙江大学化学工程与生物工程学系

大连理工大学化工学院

浙江工业大学化工学院

湘潭大学化工学院

上海化工研究院

上海交通大学化学化工学院

华南理工大学化工学院

武汉工程大学
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