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基于窗口H∞范数的 PID 控制器

优化设计

马国梁 1 陈庆伟 2 胡维礼 2

摘 要 针对有限频段提出了窗口 H∞ 范数的新概念, 然后给出了有

限频段的界实定理及其对偶形式. 按照模型匹配原则, 将 PID 控制器的

设计问题转化为窗口 H∞ 范数优化问题, 通过求解 LMI 得到 PID 控

制器参数. 仿真结果验证了设计方法的有效性.
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Optimal Design of PID Controller Based
on Window H∞ Norm

MA Guo-Liang1 CHEN Qing-Wei2 HU Wei-Li2

Abstract A new conception of window H∞ norm for re-

stricted frequency range is presented, and then the bounded real

theorem and the dual version for restricted frequency range are

given. The problem of PID controller design is converted into

a window H∞ norm optimization problem according to model-

matching principle, and the parameters of PID controller are

obtained by solving LMI. Simulation result shows the effective-

ness of the design method.

Key words Window HHH∞ norm, bounded real theorem, model-

matching, PID controller

1 引言

采用 PID 控制器仍然被认为是许多实际控制问题的一

种最简单最有效的控制方案, 工业中超过 90% 的控制回路仍

是基于 PID 控制器[1,2]. PID 控制器在理论研究上也得到了

长足发展, PID 控制器与其他控制理论方法相结合产生了一

些新型的 PID 控制器[3], 例如基于知识推理的专家 PID 控

制[4]、基于神经网络的 PID 控制[5]、模糊 PID 控制[6]、预测

PID控制[7] 等. 并且一些现代优化计算方法也被应用于 PID

控制器设计, 例如通过采用遗传算法[8] 及粒子群算法[9] 求取

满足设计要求的 PID 控制器参数.

模型匹配方法常用于控制系统的综合设计[10], 其基本思

想是首先选取一个满足性能指标要求的参考模型, 然后设计

控制器使得控制系统模型逼近参考模型, 从而使得控制系统

满足性能指标要求, 传统的 H∞ 范数常作为模型匹配设计问
题的性能指标. H∞ 范数是一个全频段的性能指标, 然而工

程中的设计往往只针对有限频段, 例如伺服系统设计时主要

考虑中低频段的跟踪性能及稳态精度. 此外在模型降阶理论

中, 常会针对有限频段把高阶模型降阶为低阶模型, 已有的

做法是采用传统的 H∞ 范数作为性能指标, 通过频率加权的

办法针对有限频段求解降阶问题, 例如频率加权平衡模型降

阶方法[11], 这一方法的不足在于并非严格意义上考虑有限频
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段. 因此针对有限频段的控制系统分析设计问题需要考虑采

用新的性能指标.

本文将传统 H∞ 范数的概念推广至有限频段, 提出了窗

口 H∞ 范数的新概念, 并给出了有限频段的界实定理及其对

偶形式. 按照模型匹配原则, 将 PID 控制器设计问题描述为

近似模型匹配问题, 以窗口 H∞ 范数作为近似模型匹配问题
的优化指标, 然后通过求解 LMI 得到 PID 控制器参数, 仿真

结果表明了所研究方法的有效性.

2 问题描述和预备知识

一个典型的控制系统结构如图 1 所示. 图中, r 为参考

输入, e 为误差, u 为控制输入, y 为输出, 控制器传递函数为

Gc(s), 被控对象传递函数为 Gp(s), 设参考模型的开环传递

函数为 Gm(s), 按照模型匹配原则进行控制器设计, 若使得

Gc(s)Gp(s) = Gm(s), 则实现了精确模型匹配. 然而精确模

型匹配难以实现, 因此考虑近似模型匹配. 基于近似模型匹

配原则的控制器设计问题可描述为 H∞ 范数优化问题：求取
Gc(s) 使得

‖Gc(s)Gp(s)−Gm(s)‖∞ < γ (1)

其中 γ > 0 为给定的较小正数. 本文要解决的主要问题是:

针对有限频段, 引入窗口 H∞ 范数的概念, 按照近似模型匹

配原则, 通过求解窗口 H∞ 范数优化问题设计 PID 控制器.

)(sGc

r e y
)(sGp

u

图 1 控制系统结构

Fig. 1 Structure of control system

为了证明本文主要结果, 需要引入如下引理.

引理1[12]. 给定矩阵 A ∈ CCCn×n, B ∈ CCCn×m, Hermitian

矩阵 Π ∈ CCC(n+m)×(n+m), 常数 $l > 0, 若 A 无特征值 λ 满

足 λ = jω, 且 |ω| ≤ $l, 则下列条件等价：

1) ∀ω ∈ Ω,

[
(jωI −A)−1B

I

]H

Π

[
(jωI −A)−1B

I

]
< 0 (2)

2) 存在 Hermitian 矩阵 P、Q, 满足 Q > 0, 且

[
A B

I 0

]H [
−Q P

P $2
l Q

] [
A B

I 0

]
+ Π < 0 (3)

其中, Ω = {ω ∈ RRR : det (jωI −A) 6= 0, |ω| ≤ $l}, 在
A、B、Π 为实矩阵时, P、Q 也相应为实矩阵.

3 主要结果

3.1 窗口 H∞ 范数

借鉴信号分析中的局部化窗口思想 (窗口 Fourier 变换、

小波变换), 将传统的 H∞ 范数的概念推广到 “窗口” 频段,

提出窗口 H∞ 范数这一新概念.
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定义1. 定义性能指标如下

‖G(s)‖W
∞ = sup

ω∈W
σmax(G(jω)) (4)

则称 ‖G(s)‖W
∞ 为 G(s) 的窗口 H∞ 范数, 其中W 为窗口频

段集合, σmax 为矩阵最大奇异值, W = RRR 时, 窗口H∞ 范数
与传统 H∞ 范数相等, 故传统 H∞ 范数属于窗口 H∞ 范数
的特例, 由定义 1 可知窗口 H∞ 范数具有如下基本性质：

‖G(s)‖W
∞ ≤ ‖G(s)‖∞ (5)

对于 SISO 系统, 传统 H∞ 范数的物理意义是 Bode 图中幅

值曲线在全频段的最大值, 而窗口 H∞ 范数的物理意义是
Bode 图中幅值曲线在局部频段 ω ∈ W 内的最大值.

针对窗口 H∞ 范数有如下结果：
定理1. 给定窗口频段集合W = {ω ∈ RRR : |ω| ≤ $l}, 设

det ( jωI −A ) 6= 0 (∀ω ∈ W ), 则窗口H∞ 范数 ‖G(s)‖W
∞ =

‖C(sI −A)−1B + D‖W
∞ < γ 的充要条件为：存在实对称阵

P、Q > 0, 满足

[
A B

I 0

]T [
−Q P

P $2
l Q

] [
A B

I 0

]
+

[
CTC CTD

DTC DTD − γ2I

]
< 0

(6)

其中, A、B、C、D 为维数适当的实矩阵.

证明. 根据窗口 H∞ 范数定义及矩阵最大奇异值定义可
知, ‖G(s)‖W

∞ < γ 等价于

GH(jω)G(jω) < γ2I, ∀ω ∈ W (7)

将 G(jω) = C(jωI −A)−1B + D 代入式 (6) 有

(C(jωI −A)−1B + D)H×
(C(jωI −A)−1B + D)− γ2I < 0

∀ω ∈ W (8)

考虑到任意实矩阵M 满足MH = MT, 式 (8) 展开为

((jωI −A)−1B)HCTC((jωI −A)−1B)+

((jωI −A)−1B)HCTD + DTC ·
((jωI −A)−1B) + DTD − γ2I < 0

∀ω ∈ W (9)

式 (9) 写成矩阵相乘形式为

[
(jωI −A)−1B

I

]H

·
[
CTC CTD

DTC DTD − γ2I

]
·

[
(jωI −A)−1B

I

]
< 0

∀ω ∈ W

(10)

令 Π =

[
CTC CTD

DTC DTD − γ2I

]
, 根据引理 1, (10) 成立等价

于：存在实对称阵 P、Q > 0 , 满足

[
A B

I 0

]T [
−Q P

P $2
l Q

] [
A B

I 0

]
+

[
CTC CTD

DTC DTD − γ2I

]
< 0

(11)

故定理 1 成立. ¤
采用类似的证明步骤可得定理 1 的对偶形式.

推论1. 给定窗口频段集合W = {ω ∈ RRR : |ω| ≤ $l}, 设
det ( jωI−A ) 6= 0 (∀ω ∈ W ), 则窗口H∞ 范数 ‖G(s)‖W

∞ =

‖C(sI −A)−1B + D‖W
∞ < γ 的充要条件为：存在实对称阵

P、Q > 0, 满足

[
A I

C 0

] [
−Q P

P $2
l Q

] [
A I

C 0

]T

+

[
BBT BDT

DBT DDT − γ2I

]
< 0

(12)

证明. 根据窗口 H∞ 范数定义及矩阵最大奇异值定义可
知, ‖G(s)‖W

∞ < γ 等价于

G(jω)GH(jω) < γ2I, ∀ω ∈ W (13)

将 G(jω) = C(jωI −A)−1B + D 代入式 (12) 有

(C(jωI −A)−1B + D)×
(C(jωI −A)−1B + D)H − γ2I < 0

∀ω ∈ W (14)

而 (14) 等价于

(BT(−jωI −AT)−1CT + DT)H(BT ·
(−jωI −AT)−1CT + DT)− γ2I < 0

∀ω ∈ W (15)

令 ω̄ = −ω, 则W = {ω ∈ RRR : |ω| ≤ $l} = {ω̄ ∈ RRR : |ω̄| ≤
$l} , 故 (15) 等价于

(BT(jω̄I −AT)−1CT + DT)H(BT ·
(jω̄I −AT)−1CT + DT)− γ2I < 0

∀ ω̄ ∈ W (16)

式 (16) 展开为

((jω̄I −AT)−1CT)HBBT((jω̄I −AT)−1 ·
CT) + ((jω̄I −AT)−1CT)HBDT + DBT ·
((jω̄I −AT)−1CT) + DDT − γ2I < 0

∀ ω̄ ∈ W

(17)

式 (17) 写成矩阵相乘形式为
[
(jω̄I −AT)−1CT

I

]
·
[
BBT BDT

DBT DDT − γ2I

]
·

[
(jω̄I −AT)−1CT

I

] ∀ ω̄ ∈ W

(18)

令 Π =

[
BBT BDT

DBT DDT − γ2I

]
, 根据引理 1, 式 (18) 成立等

价于：存在实对称阵 P、Q > 0, 满足

[
AT CT

I 0

]T [
−Q P

P $2
l Q

] [
AT CT

I 0

]
+

[
BBT BDT

DBT DDT − γ2I

]
< 0

(19)

故推论 1 成立. ¤
定理 1 及推论 1 的形式类似于传统的界实引理, 但针对

的是有限频段, 故统称为有限频段的界实定理.
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3.2 PID 控制器设计

对于图 1 所示的控制系统, 设被控对象传递函数 Gp(s)

对应的状态空间表达式为
{

ẋp = Apxp + Bpuuu

yyy = Cpxp

(20)

控制器传递函数 Gc(s) 对应的状态空间表达式为
{

ẋc = Acxc + Bceee

uuu = Ccxc + Dceee
(21)

仍以 eee 表示输入, 设参考模型 Gm(s) 对应的状态空间表达式

为 {
ẋm = Amxm + Bmeee

yyym = Cmxm

(22)

令 x =
[
xp xc xm

]T

, zzz = yyy − yyym, 考虑增广系统

{
ẋ = Ax + Beee

yyy = Cx
(23)

其中, A =




Ap BpCc 0

0 Ac 0

0 0 Am


, B =




BpDc

Bc

Bm


, C =

[
Cp 0 −Cm

]
, 计算可知由 eee 至 zzz 的传递函数 G(s) 满

足

G(s) = C(sI −A)−1B = Gc(s)Gp(s)−Gm(s) (24)

针对有限频段W = {ω ∈ RRR : |ω| ≤ $l} , 按照模型匹配原则

设计控制器 Gc(s), 将问题转化为：求取 Gc(s) 使得

‖Gc(s)Gp(s)−Gm(s)‖W
∞ < γ (25)

即针对有限频段的控制器设计问题转化为一个窗口 H∞ 范
数优化问题. 在定理 1 的基础上有如下结果:

定理 2. 对于增广系统 (23), 给定窗口频段集合

W = {ω ∈ RRR : |ω| ≤ $l} , 设 det ( jωI−A ) 6= 0 (∀ω ∈ W ),

则 ‖C(sI −A)−1B‖W
∞ < γ 的充要条件为：存在实对称阵

P、Q > 0, 满足




AP + PAT −AQAT + $2
l Q −AQCT + PCT B

−CQAT + CP −CQCT − γ2I 0

BT 0 −I


<0

(26)

证明. 根据推论 1, ‖C(sI −A)−1B‖W
∞ < γ 的充要条件

是存在实对称阵 P、Q > 0, 满足

[
A I

C 0

] [
−Q P

P $2
l Q

] [
A I

C 0

]T

+

[
BBT 0

0 −γ2I

]
< 0

(27)

式 (27) 等价于

[
A I

C 0

] [
−Q P

P $2
l Q

] [
A I

C 0

]T

+

[
0 0

0 −γ2I

]
+

[
B

0

]
I

[
BT 0

]
< 0

(28)

而

[
A I

C 0

] [
−Q P

P $2
l Q

] [
A I

C 0

]T

+

[
0 0

0 −γ2I

]
=

[
AP + PAT −AQAT + $2

l Q −AQCT + PCT

−CQAT + CP −CQCT − γ2I

] (29)

则根据 Schur 引理, 由式 (28), (29) 可知定理 2 成立. ¤
定理 2 适用于多输入多输出系统, 对于图 1 所示的控

制系统, 为简化研究问题只考虑单输入单输出的情形, 针

对有限频段进行 PID 控制器设计, PID 控制器传递函数为

Gc(s) = kp+
ki

s
+

kds

Tds + 1
,令 Td为固定的较小时间常数,待

定的 PID参数 kp、ki、kd 以线性形式出现在 LMI (26)中,则

PID 参数整定的基本步骤为：首先选取一个满足性能指标的

参考模型, 然后给定窗口频段集合W = {ω ∈ RRR : |ω| ≤ $l}
及较小的模型匹配误差上限 γ, 求解 LMI (26), 若问题可解

则得到 PID 参数 kp、ki、kd.

4 仿真研究

例. 设被控对象状态模型参数为

Ap =




0 1 0 0

−25 −50.25 25 50

0 0 0 1

8.33 16.67 −8.33 −17.5




, Bp =




0

2.5

0

0




,

Cp =
[
0 0 1 0

]
.

要求设计 PID 控制器, 使得系统满足阶跃响应指标

为：上升时间 tr ≤ 1 秒、调节时间 ts ≤ 1.5 秒、超调量

σ % ≤ 10%.

容易验证被控对象 Gp(s) = Cp(sI − Ap)−1Bp 已含有

一个积分环节, 可表示为Gp(s) =
1

s
Gp1(s), 故采用 PD 控制

器, 其传递函数为：Gc(s) = kp +
kds

Tds + 1
. 选用二阶参考模

型 Gm(s) =
ω2

n

s(s + 2ξωn)
, 满足性能指标的一组参数为 ξ =

1/
√

2, ωn = 5. 而 Gc(s)Gp1(s) 与 Gm1(s) =
ω2

n

(s + 2ξωn)
频

率特性接近等效于 Gc(s)Gp(s) 与 Gm(s) =
ω2

n

s(s + 2ξωn)
的

频率特性接近.取增广系统为G(s) = Gc(s)Gp1(s)−Gm1(s),

对应的状态模型如 (23) 所示, 给定W = {ω ∈ RRR : |ω| ≤ 1},
γ =

√
0.05, Td = 0.05, 可知满足定理 2 的应用条件, 根

据已知的各参数求解 LMI, 可求得 PD 控制器参数为 kp =

4.0198, kd = 5.1027.

求得控制器参数后, 容易验证 Gc(s)Gp(s) 在单位负反

馈的作用下闭环稳定, 阶跃响应仿真结果如图 2 所示, 实线

对应 Gc(s)Gp(s) 在单位负反馈作用下的阶跃响应曲线, 虚

线对应参考模型 Gm(s) =
ω2

n

s(s + 2ξωn)
在单位负反馈作用

下的阶跃响应曲线, 可以看出设计的 PD 控制器满足阶跃响

应指标要求.
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图 2 阶跃响应曲线

Fig. 2 Step response curve

画出Gc(s)Gp(s)的 Bode图如图 3实线所示, Gm(s)的

Bode 图如图 3 虚线所示, 在有限低频段达到了近似模型匹

配的目的.

图 3 控制系统 Bode 图

Fig. 3 Bode diagram of the control system

5 结束语

本文提出了窗口H∞ 范数的新概念, 与传统H∞ 范数相
比, 更适用于针对有限频段的控制系统分析与设计. 研究过

程存在的不足是尚未考虑被控对象模型参数的不确定性, 另

外, 除了 PID 控制器, 基于窗口 H∞ 范数的其他类型控制器
的优化设计问题也有待进一步研究.
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