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基于混合逻辑的非线性系统多模型预测控制
邹 涛 1 王 昕 2 李少远 1

摘 要 针对已有的多模型预测控制算法在模型预测过程中采用局部线性模型进行预测而产生的预测误差较大这一问题, 本

文将非线性过程的多模型描述与输出预测之间的因果关系以约束条件的形式引入到模型预测控制的设计中, 将非线性过程描

述成为一个混合逻辑动态系统模型, 模型切换规则以先验知识的形式引入到多模型预测过程中, 该模型可以全局地表征非线

性过程的特性, 从而解决了多模型约束非线性预测控制的模型预测与模型切换问题.
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Abstract Big prediction errors are brought into being as the local linear model is used to predict the future output in

the model prediction process for the existent multi-model predictive control algorithms. To solve this problem, this paper

introduces causality relationship between multi-model of nonlinear process and output prediction into model predictive

control framework in the term of constraint conditions, so that the nonlinear process can be described by a mixed-logic

dynamic model. This paper also introduces switch rules into the multi-model predictive controller as a kind of pre-

experiential knowledge. This new mixed logic dynamic model can characterize the nonlinear process entirely, thus solving

the problem of model prediction and model switch for multi-model constrained nonlinear predictive control.

Key words Nonlinear predictive control, multiple models, mixed logic, mixed integer quadratic program

1 引言

线性有约束系统是工业过程中最常见也是研究

最广泛的一类过程描述形式, 模型预测控制 (MPC)
已经成为解决这类系统控制问题的标准方法. 但对
于某些批次生产过程或具有较大的负荷变化的连续

生产过程, 系统运行的工况范围大, 呈现出显著的非
线性动态特性, 这时基于线性模型的 MPC 通常不
能适用于这种情况. 采用非线性模型设计的模型预
测控制 (NMPC), 可适应这种复杂的工况变化, 但
由于 NMPC的优化问题是非凸的, 计算量很大, 求
解非常困难, 通常难以满足实时性要求 [1], 而且非线
性系统的建模与辨识十分复杂 [2], 对于实际的工业
过程, 难以得到精确的全局模型. 而基于多模型策略
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的 MPC, 方法简单有效, 已经成为解决这类复杂非
线性系统的主要控制方法. 文 [3, 4] 分别针对系统
的多个线性模型设计MPC, 实际的控制输出由多个
MPC计算的控制序列加权组成, 这种方法虽然取得
了很好的控制效果, 但是其物理意义并不明确. 文
[5]则将系统的多个线性模型进行加权, 得到系统当
前时刻的局部模型, 并根据该模型设计 MPC. 模型
加权方法的物理意义较之控制器输出加权的方法明

确得多, 但是由于模型是局部的, 应用该模型进行输
出预测, 无法体现出系统未来时刻的非线性变化特
性. 如果将输出预测与多模型策略直接结合, 则系统
未来时刻的输出与模型选用之间存在相关性, 就会
产生多种可能的变化情况, 使问题变得更加复杂. 到
目前为止, 尚没有出现多模型多步预测 MPC算法.
本文采用混合逻辑方法 [6∼8], 将非线性过程的多模
型描述与输出预测之间的因果关系以约束条件的形

式引入到 MPC 的设计中, 从而有效地解决了多模
型预测控制的多步预测问题.

2 非线性系统的混合逻辑多模型描述

考虑离散非线性系统 Σ
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Σ =

(
x (k + 1) = f(x (k),u (k))

y (k + 1) = g(x (k),u (k))
(1)

其中, k为离散时间的序号, x (k) ∈ <n, u (k) ∈ <m,
y (k) ∈ <l 分别为系统状态、控制输入和输出向量，
且受到约束 x (k) ∈ X, u (k) ∈ U, y (k) ∈ Y.对于
选定的输出状态 y = y0,假定方程

Σ =

(
x = f(x,u)

y = g(x,u) = y0

(2)

有解, 则求解该方程可得到系统的一个平衡点
(x0,u0,y0). 若选取 S 个输出值 y0 ≤ · · · ≤ yS−1,
且相应的平衡点 (xi,yi)存在, 则可通过雅可比线性
化的方法得到原非线性系统的 S 个线性化模型 [9],
其中 Σi

Σi =

(
x (k + 1) = Aix (k) + Biu (k)− bi

y (k) = Cix (k) + Diu (k)− di

(3)

式 (3)中的参数 Ai, Bi, Ci, Di, bi, di的定义见文

献 [9]. 在平衡点 (xi,ui,yi)附近, 非线性系统可以
近似用 Σi 表示, 假设 Σi 的适用范围为 yi ± αi.这

样, 原过程可以用 S 个线性化模型表示, 即(
x (k + 1) = Aix (k) + Biu (k)− bi

y (k) = Cix (k) + Diu (k)− di

⇐⇒ yi − αi ≤ y ≤ yi + αi (4)

一般地, 对于非线性系统, 其输入输出特性在一
定的范围内可以认为是线性或弱非线性的, 但超出
了一定范围, 过程的特性将发生显著变化, 必须使用
新的线性模型来描述. 这种由连续量变化而引起的
从量变到质变的变化过程, 可以使用逻辑变量将过
程的定性与定量信息有机地关联起来 [6]. 考虑到许
多过程控制对象的非线性特性具有与运行工况密切

相关的实际特点, 多模型的模型切换条件的边缘可
直接由生产工艺条件确定 [10].

定义逻辑变量 δ
′
i ∈ (0, 1), (i = 1, · · · , S − 1),

当 δ
′
i = 1时表示系统使用第 i个模型来表示系统的

输入输出动态关系, 并以输出 yi 的区间作为模型切
换的规则, 则模型切换规则可以描述为
8
>>>>><
>>>>>:

δ
′
0 = 1 ←→ y ≤ y0 + α0

(δ
′
0 = 0 ∧ δ

′
1 = 1) ←→ y ≤ y1 + α1

...

(δ
′
0 = 0 ∧ δ

′
1 = 0 ∧ · · · ∧ δ

′
S−1 = 1) ←→ y ≤ yS−1 + αS−1

(5)

定义 1. Myi = max(y − yi − αi), myi =
min(y−yi−αi), ε是容许误差,一般地,设 ε = 10−6.

这里, 我们再引入 S 个辅助逻辑变量 δi 来表示
模型切换的内在逻辑关系

8
>>>>><
>>>>>:

δ
′
0 = 1 ←→ δ0 = 1

(δ
′
0 = 0 ∧ δ

′
1 = 1) ←→ δ1 = 1

...

(δ
′
0 = 0 ∧ δ

′
1 = 0 ∧ · · · ∧ δ

′
S−1 = 1) ←→ δS−1 = 1

(6)

公式 (5)则可重新写作
8
>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

y− y0 − α0 ≤ My0(1− δ0)

y− y0 − α0 ≥ ε + (my0 − ε)δ0

y− y1 − α1 ≤ My1(1− δ1)

y− y1 − α1 ≥ ε + (my1 − ε)δ1

...

y− yS−1 − αS−1 ≤ MyS−1(1− δS−1)

y− yS−1 − αS−1 ≥ ε + (myS−1 − ε)δS−1

(7)

因为本文研究的系统是单值的, 所以 δi 之间存
在 “异或” 关系, 即

S−1X
i=0

δi = 1 (8)

这样, 非线性系统的多个线性模型与模型切换规则
之间存在着如下的逻辑关系

[δi = 1] ←→
(

x (k + 1) = Aix (k) + Biu (k)− bi

y (k) = Cix (k) + Diu (k)− di

(9)

经过变换 [6], 可以表示为
8
>>>><
>>>>:

x (k + 1) =
S−1X
i=0

[Aix (k) + Biu (k)− bi]δi (k)

y (k) =
S−1X
i=0

[Cix (k) + Diu (k)− di]δi (k)

(10)

由于公式 (10) 是非线性方程, 需要使用辅助变量
zix(k)和 ziy(k)将之转变为线性方程.

定义 2. zix (k) = [Aix (k)+ Biu (k)− bi]δi (k), ziy (k) =

[Cix (k) + Diu (k) − di]δi (k). Mx = [Mx1, · · · , Mxn], mx =

[mx1, · · · , mxn], My = [My1, · · · , Myl], my = [my1, · · · , myl].

Mxp = max{max Ap
i x + Bp

i u − bp
i }, mxp = min{max Ap

i x +

Bp
i u − bp

i }, p = 1, · · · , n; Myq = max{max Cq
i x + Dq

i u − dq
i },

myq = min{max Cq
i x + Dq

i u− dq
i }, q = 1, · · · , l.

进而形成如下的线性逻辑约束条件
8
>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

zix(k) ≤ Mxδi(k)

zix(k) ≥ mxδi(k)

zix(k) ≤ Aix (k) + Biu (k)− bi −mx(1− δi(k))

zix(k) ≥ Aix (k) + Biu (k)− bi −Mx(1− δi(k))

ziy(k) ≤ Myδi(k)

ziy(k) ≥ myδi(k)

ziy(k) ≤ Cix (k) + Diu (k)− d i −my(1− δi(k))

ziy(k) ≥ Cix (k) + Diu (k)− di −My(1− δi(k))

(11)
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从而非线性系统方程 (1)可转化为一个线性混合逻
辑动态模型
8
>>>>>>><
>>>>>>>:

x (k + 1) = Ax (k) + B1u (k) + B2δ(k)+

B3z (k) + B4

y(k) = Cx (k) + D1u (k) + D2δ(k)+

D3z (k) + D4

E2δ(k) + E3z (k) ≤ E1u (k) + E4x (k) + E5

(12)

其中, δ(k)是由 δ
′
i 和 δi组成的列向量, 式 (12)中参

数 A、B1、· · ·、B4、C、D1、· · ·、D4、E1、· · ·、E5

可直接由式 (3)、(6)∼(8)和 (11)推导而来. 需要说
明, 在一般情况下, 模型 (12)是非线性系统 (1)的一
个近似模型, 但如果非线性系统是一个严格意义上
的分段线性系统 (PWA), 则模型 (12)是 PWA系统
的精确全局模型.

3 基于混合逻辑的非线性预测控制器

设计

通过已得到的混合逻辑动态系统模型 (12)设计
非线性过程的MPC, 该控制器由模型预测、滚动优
化、间接的状态反馈三部分组成, 将非线性过程的多
模型描述与输出预测之间的因果关系以约束条件的

形式引入到 MPC 的设计中, 从而实现了模型预测
过程中的多模型切换.

3.1 模型预测过程
因为混合逻辑动态系统是一种基于状态的全局

线性模型, 因此可以通过该模型迭代获得系统的未
来状态与输出. 为了简化参数的个数, 这里将预测时
域和控制时域都用参数 T 表示. 预测过程如下
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x (k + 1/k) = Ax (k/k) + B1u (k/k) + B2δ(k/k)+

B3z (k/k) + B4

x (k + 2/k) = Ax (k + 1/k) + B1u (k + 1/k)+

B2δ(k + 1/k) + B3z (k + 1/k) + B4

...

x (k + T − 1/k) = Ax (k + T − 2/k)+

B1u (k + T − 2/k) + B2δ(k + T − 2/k)+

B3z (k + T − 2/k) + B4

x (k + T/k) = xf

(13)

同样, y (k + i/k)也可按照上述方式进行展开.
令系统在未来 T 时刻后的状态等于期望的终端

状态, 是 MPC 中为保证闭环系统稳定性而常使用
的终端等式约束方法. 但是由于终端等式约束条件

与预测时域 T 直接相关, 尤其是当控制增量约束存
在的情况下, 如果 T 选的较小, 优化问题很可能出现
不可行的情况, 需要通过增加 T 来解决, 但这也将导
致决策变量数目的增多以及优化计算量的大幅提高.
3.2 滚动优化

对于给定的系统, MPC 在每个时刻优化一个
性能指标, 目的是寻找一个最优的控制序列 uT−1

0 =
{u (0),u (1), · · · ,u (T −1)},将系统由 (x0,y0)转移
到 (xf ,yf ),但MPC只实施当前时刻的控制作用向
量；在下一个采样时刻, 重新进行优化. 假设当前状
态为 (xk,yk),最小化下面的性能指标函数

J(uT−1
0 , x (k)) =

T−1X
i=0

‖u (k + i)− uf‖Q1+

‖δ(k + i/k)− δf‖Q2 + ‖z (k + i/k)− zf‖Q3+

‖x (k + i/k)− xf‖Q4 + ‖y (k + i/k)− yf‖Q5 (14)

这里 ‖x‖Qi
= x

′
Qix, Qi = Q

′
i ≥ 0, i = 1, · · · , 5

是给定的矩阵. 系统受到的等式约束条件为

x (T ,x0,u
T−1
0 ) = xf , 及 (12) 优化问题 (14) 是一

个混合整数二次规划 (MIQP)问题, 可以使用通用
的 MIQP软件包进行求解 [11]. 假设 k 时刻的最优

控制序列为 {u∗k(i)}i=0,··· ,T−1,则系统的控制作用为

u (k) = u∗k(0) (15)

需要指出：早期的无约束 MPC (如 DMC[9]),
是以系统输出测量值与输出预测值之间的误差对模

型预测过程进行反馈校正的方法构成控制系统的闭

环. 目前, 被广泛研究的状态空间有约束MPC方法
则是通过将系统当前时刻的状态测量值作为 MPC
优化问题的初始状态 (这是一种非直接的状态反馈
方法), 从而形成了控制系统的闭环. 虽然上述两种
MPC 构成系统闭环的形式不同, 但本质上是一致
的. 本文使用混合逻辑多模型方法来描述非线性系
统, 并根据该模型设计 MPC, 使用间接状态反馈方
法将系统的扩展状态引入到MPC, 所以该算法也是
一种闭环算法.
3.3 控制算法的稳定性
定理. 假设非线性系统为 PWA 系统, (xe,ue)

为系统的一个平衡对, (δe, ze)为引入的逻辑变量和
辅助变量的平衡状态对, x (0) 为系统在 k = 0 时
刻的初始状态, 并将 (xe,ue, δe, ze,ye) 作为被控系
统的终端状态, 且优化问题 (14) 存在可行解, 则当
系统不存在扰动的情况下, 满足 Q1 > 0, Q2 ≥ 0,

Q3 ≥ 0, Q4 > 0, Q5 ≥ 0,模型预测控制律 (14, 15)
能够使系统稳定.
证明.
我们首先定义代价函数
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V (x (k)) = V (x, k, k + T − 1)
V ∗(x (k)) = V (x, k + 1, k + T − 1)

对于优化问题 (14), 令 κ∗k 表示最优控制序列
{u∗k(0), · · · ,u∗k(T − 1)},取 V (k) = J(κ∗k,x (k)).

当 x (k) = ξ 时, 最优值的目标代价函数为
V (ξ, k, k + T − 1), 对于闭环系统 (1), 我们设
fc(ξ) = f(ξ,u∗k(0)), 由目标函数的定义式 (14) 可
知

V (ξ) = ‖u (k)− ue‖2
Q1

+ ‖δ(k)− δe‖2
Q2

+ ‖z (k)−
ze‖2

Q3
+‖ξ(k)−xe‖2

Q4
+‖y (k)−ye‖2

Q5
+V ∗(fc(ξ))

显然, V (ξ) > V ∗(fc(ξ)).
假设 k + 1时刻, 控制序列 u (τ)(k + 1 ≤ τ ≤

k+T−1)为目标函数在预测时域 [k+1 , k+T−1]内
的最优解, 因为系统不存在扰动, 所以该时刻代价函
数为 V ∗(fc(ξ)) ,即 u (τ) = {u∗k(1), · · · ,u∗k(T−1)}.
因为 {u∗k(1), · · · ,u∗k(T − 1)}是优化问题 (14)的最
优解, 因而该序列能够使得 x (T ) = xe, 且 (δe, ze)
为引入的逻辑变量和辅助变量的平衡状态对, 所
以有 δ(T ) = δe, z (T ) = ze, y (T ) = ye. 又因为

(xe,ue) 是系统的平衡对, 即 xe = f(xe,ue), 则控
制序列 {u∗k(1), · · · ,u∗k(T − 1),ue}是极小化目标函
数在预测时域 [k + 1, k + T ]的一个可行解, 相应的
代价函数为 V ∗(fc(ξ)) . 针对 V (fc(ξ))的极小化问
题, 它的某个可行解的代价函数为 V ∗(fc(ξ)), 所以
V ∗(fc(ξ)) ≥ V (fc(ξ))必成立.
因为我们已经证明了 V (ξ) ≥ V ∗(fc(ξ)), 所以

V (ξ) ≥ V (fc(ξ)), 即 V (x (k)) ≥ V (x (k + 1)). 可
见, V (x (k))是一个具有递减特性的 Lyapunov函
数, 根据 Lyapunov稳定性定理, 该控制律能够使闭
环系统渐近地稳定在平衡点上. ¤
3.4 控制算法性能评价

控制算法性能评价

1) 因为逻辑变量是二进制的, 而且各逻辑变量
之间存在着一定的联系, 因而可以进行简化 [6], 这就
导致了逻辑命题转化为不等式约束条件的不唯一性
[7]. 但对于某一具体问题, 由不同的不等式组所形成
的约束空间却是等价的 [12]. 另一方面, 对M, m进

行估计时, 它们的估计值也是不唯一的, 估计值的大
小将对计算过程产生影响, 但不会影响优化问题的
最优解 [11,12].

2) 本文将非线性过程在多个操作平衡点处进行
线性化, 由于所得到的线性化模型都是在平衡点处
展开的, 它虽然只是在局部范围内对非线性过程的
近似, 但模型切换条件的选择正好限定在平衡点的
邻域内, 因而它对于非线性过程具有较好的近似性,
另一方面, 可以采用间接的状态反馈来克服线性模
型与非线性过程之间存在的误差以及系统存在的不

确定性.

图 1 系统输出、控制输入、状态曲线

Fig. 1 Trajectories of system output, control input and

state

3)从优化的角度上看, 随着模型数量的增多, 使
用分支定界方法求解 MIQP, 可以使优化解接近全
局最优解 [12], 但MIQP的计算量将随着模型数和预
测时域 (模型数 ×预测时域)的增加而增加, 所以应
根据实际的需要来选择模型的个数, 在控制效果与
计算量之间进行权衡与折衷. 另一方面, 本文在算法
提出的过程中, 为了推导的方便, 使用了相同的预测
时域和控制时域, 但对于具体的问题, 可灵活设置预
测时域和控制时域, 以取得良好的控制性能.

4 仿真研究

以文 [9]提出的例子进行仿真, 非线性系统模型
为 8

>><
>>:

x1(k + 1) = −0.25x2(k)

x2(k + 1) = x2
1(k) + 1.3x2(k) + u(k)

y(k) = x1(k)

系统的初始状态为 x1(0) = 0, x2(0) = 0, u =
0, 设定值为 yr = 3, 约束条件为 x(k) ∈ [−4, 4] ×
[−16, 16], u ∈ [−8, 0], y ∈ [−4, 4].
在 y0 = 0, y1 = 1, y2 = 2处可得到 3个线性

化模型, 应用本文方法定义模型切换规则如下, 模型
0：y < 0.5,模型 1：0.5 ≤ y < 1.5,模型 2：y ≥ 1.5.

由本文算法可知, 需要定义三个逻辑变量 δ
′
0,

δ
′
1, δ

′
2和三个辅助逻辑变量 δ0, δ1, δ2来表示模型的

所在状态, 因为 y = x1(k), 所以省去了相关 y 的辅

助变量定义, 现定义状态的辅助变量 z0, z1, z2. 经
计算, M1 = [4, 20.8], m1 = [4, 16.8].
由于本文应用分支定界算法求解混合整数二次

规划, 预测时域 T 的选取对求解过程影响很大, 为
了平衡控制器的性能与在线优化计算量, 这里选择
T = 3 , 控制效果如图 1所示.
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从图 1 中可以看出, 应用基于混合逻辑的非线
性系统多模型约束预测控制算法可以有效地控制非

线性过程, 系统输出稳定在设定点, 且系统状态与输
入均满足系统的约束要求.

5 结论

本文针对具有大范围工况变化特点的工业过程,
提出了基于混合逻辑方法的多模型预测控制算法.
该算法使用混合逻辑动态系统模型来描述系统的非

线性动态特性, 考虑了模型预测过程中多模型与输
出预测之间的因果关系, 并以线性不等式约束条件
的形式将之融合在MPC的框架下,模型切换规则以
先验知识的形式引入到多模型预测过程, 提高了多
模型 MPC在大范围工况条件下模型预测过程的精
度. 但预测精度的提高是以在线优化计算量的增加
作为代价的, 因为随着因果约束条件的引入, MPC
的优化问题也相应转变为 MIQP, 求解该问题所需
的计算量将随逻辑变量的增加而指数增长, 因而需
要在控制性能与实时性之间进行折衷.
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