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一种快速计算 Zernike矩的改进 q-递归算法 
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  要：提出了一种快速计算 Zernike矩的改进 q-递归算法，该方法通过同时降低核函数中 Zernike多项式和 Fourier函数的计算复杂度以
高 Zernike矩的计算效率。采用 q-递归法快速计算 Zernike多项式以避免复杂的阶乘运算，再利用 x轴、y轴、x=y和 x=-y 4条直线将图
域分成 8等分。计算 Zernike矩时，仅计算其中 1个区域的核函数的值，其他区域的值可以通过核函数关于 4条直线的对称性得到。该
法不仅减少了核函数的存储空间，而且大大降低了 Zernike矩的计算时间。试验结果表明，与现有方法相比，改进 q-递归算法具有更好
性能。 
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Abstract】The paper proposes a modified q-recursive algorithm of fast computing Zernike moments. The method improves the efficiency of
alculating Zernike moments by reducing the computational complexities of the Zernike polynomials and the Fourier functions of the kernel
unctions. In the first step, the q-recursive method, which avoids the factorial operations and the power series of radius involved in radial
olynomials, is employed to compute the Zernike polynomials. In the second step, the image domain is divided into eight equal parts by four lines,
hich are x=0, y=0, x=y and x=-y. On computing Zernike moments, the kernel functions are merely calculated in one part. The function values of the
ther parts can be obtained by the symmetry property about the four lines of the kernel functions. It not only saves the storages for the kernel
olynomials but also reduces the computation time. The performance of the algorithm is experimentally examined using a binary image, and it shows
hat the computational speed of Zernike moments has been substantially improved over the present methods. 
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  概述 
Zernike矩作为图像的特征描述已广泛用于光学、模式识

等领域[1–4]。由于Zernike多项式含有大量的阶乘与幂运算，
接运算非常复杂。近年来，国内外学者提出了许多算法以
高Zernike矩的计算速度。 
文献[5]提出了两种 Zernike 矩的快速算法：轮廓积分法

方圆变换法。但轮廓积分法只适用于二值图像且需要离线
析轮廓点，方圆变换法会影响 Zernike 矩的计算精度；文
[6]通过将径向多项式展开为递归形式并结合 FFT 算法提
了一种快速算法。该方法避免了复杂的阶乘运算，但一次
算只能计算一个 Zernike矩；文献[7-8]提出了 Zernike多项
的递归公式，但不能应用于(p=q), (q=0)和(p-q=4)的情况，
些情况下的矩必须得单独计算，而且该方法不易得到特定
数的矩。 

C.W.Chong等提出用一套递归公式表达多项式系数以消
阶乘计算[9]，但仍需计算每一个系数与极径的幂，当阶数
大后，矩的计算时间也相当可观。舒华忠等基于Kintner的
归公式提出了一种快速方法[10]，主要思路是将乘法转变为
法以降低运算时间，但该方法在计算单一阶数的Zernuke

矩时显得不便。为改进以上缺点，C.W.Chong等提出了一种
q-递归法 [11]，针对特定的一重阶数p，用二重阶数q递归
Zernike多项式。该方法不包含任何阶乘计算，同时允许计算
任意指定阶的Zernike矩而不需要考虑其他阶数的矩，一套p
阶矩在一个循环即可求得。 

以上方法着重于减少 Zernike 核多项式的计算复杂度，
但 Zernike 矩的核函数包含两项：Zernike 多项式与傅里叶函
数。如果能同时减少 Zernike多项式与傅里叶函数的计算量，
将进一步提高 Zernike矩的计算速度。 

根据以上思路，本文提出一种改进的 q-递归算法计算
Zernike矩。该算法主要是基于 Zernike矩核函数的两个性质：
Zernike多项式的 q-递归性与核函数的对称性。q-递归算法极
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大地降低了 Zernike 多项式的计算复杂度；而核函数的对称
性使得笔者仅计算图像 1/8 区域的核函数的值就可以求得整
幅图像的 Zernike 矩，这个性质不仅节省了存储核函数所需
的内存，而且极大地加快了矩的计算速度。  

2  Zernike矩 
Zernike 矩源于 Zernike 提出的一套在单位圆上正交的复

多项式系。该复多项式定义为 
( ) ( ) ( ) (, , exp jnm nm nmV x y V r R r m )θ θ= =              (1) 

其中， n,m∈Z；n≥0；-n≤m≤n；r 是像素到原点的矢量 r
的极径；θ是 r与 x轴的夹角。 

径向 Zernike多项式 ( )nmR r 定义为 
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其中， ( ) ( ),n m nmR r R r− = 。 

该多项式满足以下正交性： 
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Zernike矩是图像函数在这些正交基函数上的投影。图像
函数的(n,m)阶 Zernike矩表示为 
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可以用和的形式来表达积分公式： 

( ) (*1 , ,nm nm
x y
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π
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其中， s x y∆ = ∆ ∆ ； 。 
2 2 1x y+ ≤

3  Zernike矩的 q-递归公式 
C.W.Chong提出的 q-递归公式表达如下： 
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对于两种特殊情况，有如下结论： 
( ) p

ppR r r=  p q=                             (7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 21ppp p p pR r pR r p R− = − − r− −
2p q− =     (8) 

利用 q 级数法计算 Zernike 矩的乘法计算量为 O(p)，它
极大地缩短了 Zernike矩的计算时间。 

4  对称算法 
4.1  Fourier核函数的对称性 

假设 ,x y∈ ， jI x y= + ∈

其中， 是实数集； 是复数集； j 1= − 。 
定义 0. jF I x y= + ； 1. jF I y x= + 。 
核 Fourier多项式可以定义为 

( ) ( ) ( ) ( )exp j jq qK q KR K qIθ θ θ= − = + θ             (9) 

图 1显示 4条直线x=0, y=0, x=y和x=-y将整个图像域分成

8个部分。分属这 8个区域的点P1~P8关于这 4条线对称。假
设点P1的坐标为( ,r θ )，那么其他 7 个点的坐标可以表   示
为 
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其中， π 4 0θ≥ ≥ 。 
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图 1  核函数的对整性 

可得如下关系： 
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其中， π 4 0θ≥ ≥ 。  

4.2  核 Zernike多项式的对称性 
如图 1 所示，8 个点P1~P8 到原点的极径是相等的，因

此对于这 8 个点的指定阶数(p,q)的Zernike核多项式具有相等
的值： 
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4.3  对称算法 
根据前文的分析，采用对称性，仅通过计算 π 4 0θ≥ ≥ ，

1>r>0 这个区域的核函数的值，即可计算整幅图像的  
Zernike矩： 
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可见，对称算法仅需计算 1/8 图像区域的核函数的值。
这不仅减少了多项式的存储空间，而且极大地降低了 Zernike
矩的运算时间。  

5  试验研究 
在试验中，使用如图 2所示的一幅 60×60分辨率的二值

中文图像来测试本算法以及目前已存在的 3 种典型方法：
Prata法、改进 Kintner法与 q-级数法的计算时间。 

 
图 2  60×60分辨率的二值中文字符 

试验结果如图 3、图 4 所示，由于各方法之间计算时间
相差太大，图中时间轴采用对数坐标表示。 
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图 3  0-p阶 Zernike矩计算时间 
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图 4  p阶 Zernike矩计算时间 

 
 

试验结果表明对于所有的 p，计算两种情况的矩所用的
时间，改进 q-递归法所花费的时间总是最少的。 

6  结束语 
本文提出了一种改进 q-递归法快速计算 Zernike 矩。该

算法考虑 Zernike 矩核函数的两个部分：Zernike 多项式与
Fourier 核函数的特性，采用 q-递归法快速计算 Zernike 多项
式；同时考虑图像与核函数的对称性，用图像区域
π 4 0θ≥ ≥ ，1>r>0 内核函数的值表示其他 7 个区域核函数
的值，这样核函数的计算量减少了 7/8。针对 0-p阶以及单 p
阶两类 Zernike 矩计算时间的试验用来检验本文算法与现存
算法计算效率的差异，试验结果表明本文所提方法具有很高
的计算效率。 
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