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一 类半线性抛物方程的 

Laguerre—Fourier全离散谱逼近 

向新民，张伟斌 
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摘 要：考虑用Laguerre—Fourier谱方法解一类半线性抛物方程，给出了全离散谱逼近格 

式，并得到了误差估计． 
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0 引 言 

利用谱方法对发展方程近似求解时，一般在空间方向采用某种谱方法 而在时间方向总是采用 

差分法．这样整体解的误差估计因时间方向误差的影响 精度会大大降低．对此．有些作者考虑在时 

间方向也采用谱方法，如文献[3]，1-43考虑了在有限时间采用谱方法，得到了很好的效果， 

对于大时间的初边值问题．时间方向采用差分法不仅会增加大量的计算，也会对方法的稳定性 

提出更高的要求．鉴于Laguerre多项式在 [0．+。。)上具有加权正交性．本文尝试对如下一类半线 

性抛物方程 

f“ 一 “ + f j— g ， )， ∈ R．f> 0， n．1) 

z |十m ⋯。 
在空间方向采用 Fourier谱方法．而在时间方向采用 Laguerre谱方法建立计算格式井给出误差 

估计， 

2 记号和预备知识 

记 sM=Span{e 『一M ≤ ≤M 一 1)． ㈨ r二e一．厶㈣ 表示r次 Laguerre多项式．即 

厶 = 篆 [)， =。，1 2⋯．．， 

收稿日期：2001—10—12 

基金项 目：国家自然科学基金(198710561上海市科学发展基金及上海市高校科技发展基金资助项耳． 

作者简丹：向新民(1941_)l男 上海师范大学数理信息学院教授．博士生导师．张伟斌 (1973一)，男，上海师范大 

学数理信息学院硕士研究生 工作单位宁夏大学 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


上海师范大学学报 (自然科学版 2002桩 

且满足 

并有 

』 L jL “) J出一屯．V ．J一。．1．2 

＼Li t1m：一I m t)+I (t1 l j一0 1 2⋯． 

l< P < + oo 

p = + 。。． 

特别． ． rR )中内积和范数定义为 
～  

r“，口j = l “ ) 牡) Jdt． “0 = {r“，“ )1／2． 
J 0 

j 一 

对于非负整数 79"t，gY．H rR )= { I E LUR )．0≤ ≤ )．其中半范数和范数为： 

⋯
一 II =f∑ 

又记 H )一 { I口E H )． f 一0} 对于正整数Ⅳ 用 P 表示次数不超过N的t的多 

项式全体．而记P 。一P n Hto fR ) 

对于任意正整数 ．引入空问H： j一{ ∈H：rR )It~／2v㈣ E H： }．其中范数定义 

为 I1口lI⋯口一 ll n+ j ll， ． 

为了本文讨论还引入如下内积和范数 

f r，， )) =i l ，f ．zJg ， J (t)dM3-．V f，g E L fR ：，J；f0，27r))． 
J 0 J n 

⋯ 川 I：= r r，，，J， ． 

又令 H：r0．2 7r)为 阶周期的Sobolev空间．最后定义两种空间方向和时间方向的投影算子． 

P ：r0．2Ⅱ)一 S ． 

它由 —PM“． )=0，V E S 所确定： 

P H  fR )一 P ． 

它 由 f 一 。 ，， ， 一 0．V E PX,所确定．利用上述两种投影算子 再定义如下投影算子 

P儿 。H rR ． ∞ ．2 7r)，一  M × P 

它满足 rf —P ～ ，，口 ，) 一0，V E S × ．易知PM !P 一凡 。P “．对于上述 

投影算子 以下引理成立 ： 

引理 1 E 对于任意 0≤ ≤ ．存在常数f使得 

II 一 P “ ≤cⅣ⋯ I“l ．V“E H：rO．2ⅡJ． 

引理 2一 对于r≥ 1， 是小于r的最大整数．则存在常数c使得 

ll“一P 。 0 1 ≤cN ll“ll一 V E H (12 )n H2 F rR )． 

引理 3 对于r≥ 1． 是小于r的最大整数，则存在常数c使得 

“一P 。 0 ≤ CN} “ll̈ ，V“E H rR )n Ha f J． 

其中c为正常数． 

证明 已知引理 2的结论．采用对偶论证．首先 
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ll ～Pk,。u)he dtl 
llff— 。“ 一 

+ ] 陌 一  

对任意给定的h∈聪 J 设 E H j n 圯fR )是如下问题的解 

一  

． ) + ．僻J 一 m， ．V ∈ )． 

利用 Pk。的定义．取 。一 “一 P 。“ 

ff1．“一 P 。“J 一一 r“一 p1．,。“，僻 j + r“一 P “，q4) 

一 一 』 许 —P Ou)e-,dr+』 一 “ 出 
f 一 

一一 (u—P☆。u)e l +J o吼(u—P u)．e 

一

』 一， 。“ e'd +』 一 ~．Ou)e-'d 
一 【 m 一Pk。“， dt 

— l (ca一忤 j r“一P 。 ．e--Jdt 

≤ “一Pk ll mf ll僻一以 
6er~, 

≤ CN” ll“ Ⅳ ff 

一 CN一 It ． 口 ll ． 

于是 

“ I．~ s up
+ ， 

≤ c I~? sup 
+ 

}1妒ll 2 

lI h 

又有 满足 一％ +竹一h． f0 J一0．用钨与前式作内积得 

一 f％．q4) + ∞rl 2一 ．q4) ． r2，1) 

由于 

一  ％ 出一一号群 l 一专 舜 出一号舜f。，一吉f 舜 

代人(2．1)有专 f0)+i1 II竹II S~<Cll̂I【 2+{II竹II 2， 

这样 

于是 ll ≤Cll hll 2 ．现设 一 

f 

r 一 f 

2 

由 Cauchy—Schwarz不等式 

限 )且有 II ≤ c 

～  

∑ - 
，一  

+ 

∑ 
。 

∑ 五 
J 。 

hl J 。． 

两边从 0到 t积分得 

∑ r—L +Lj 一 

J+僻．一∑五 +l j+ ， 

2 r∑ Lm 

2∑ ． 
cx ， 一  

≤ ∑ j r∑ j}≤ II％Ii：≤ II hII：．所以得PE 
— u J 0 

J“ _}∑ 

十 

L  

 ̂∑ 

打 

r ● J  

J“ ～∑ 

一 

十 

“ _l∑ 
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另外由仇一 冁一h易知仇 ∈ j及 

lJ I1：： lJ 一hlJ：≤ cII hIl：， 

于是 

II ≤cll hII ， 

所以结论得证． 

引理 4 对于r≥ 1．卢是小于 r的最大整数，则当 “∈H： 俾 H f0．2丌J)n H 

f0，2丌jj时．有 

⋯“一尸 “0 I：≤cⅣ一 ⋯“ll I +． +CN—M一 筹 

+CM一 I II筹 
其中C为正常数． 

证 明 由于 

l I1“一P村 “ll l：≤ 2fl lI“一 尸 “0 l：+ l lJ尸 “一尸 尸 。“I1 I 

⋯ “一P 。 CN一 d —CN一 “II fR十． 
J 0 

lI尸 。“一尸M尸 。“ ：肌 尸 。“一P 尸 。“l e-tdtdx 
Il尸 一尸H尸 。“0 e-tdt 

≤c r I d2e-i df， 
再考虑 

“1 2e-,
0 肌0 o 。筹 捌r=肌o 。 _『d J J J 0 J 0 J 

<-f II 筹一 on"tto II + II dz d工 J 0 

CN一 ⋯ Fl u II +I Il筹II 

3 近似解的存在唯一性和先验估计 

问题 (1．11～(1_3)的变分形式为：求 “∈ 俾 ．H fo，2 )j n C 俾 ，上毒r0，2 )使得 

ff ，训) + f r“ ， Jj + r cff“j． j。一 f ， JJ ，V ∈ 工：rR ．H r0．2rr)J． r3．1) 

问题的全离散谱格式为：求 “ ∈SM× ，使得 

rf “ ． ) + f r 纠)。+ fr，fUMNJ，纠) = f 纠 V ∈ SM× ． r3_2) 

对方程中的非线性项， )．假设满足如下条件： 

rr， J一， )，“一 ， ≥ “一口ll l：， f3．3j 

『『， )一， )， J ≥一c l ll“一口I1 I l 0 lI l ，V ∈工：fR 工 r0．2rr)J f3．4j 

其中 >一÷．c >0常数． 

在(3．2)式中取 = Ⅳ，有 

∞ 

11 
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r r五d
¨ ，“ j) + f r “ “ + rr，r“ “M 一 r慷  j 

1 f1“
uN (t) e-r “ lJ』 2+ 』II“M№lI I：+ rr，r“ J．UMN)j。 

≤ e l：+c．f Ej⋯ glI』： 

由(3．3)得 ： 

f告+y)l】l li i：+ll1“ 1：≤2elll“ ll 1 + f f 1f 11 f +c．If(o)ft 
只要取 2￡< 1+ y得 

于是有： 

“ f1』：+』0“ }I I：≤c r l lI g I：+r 』，r0)l z 

定理 1 设 g∈ rR ．L fo．z丌J)，则对 (3．2)的解 “MⅣ有 川 Ig1,4 + “H№ lI I：≤ ． 

利用定理 l的结果．构造非线性连续映照 W=Ff“ )．其中W由 
A A 

f 孟"， j m+f 责"，盂 )一+rf，f“M )- ) 一r ， )一，V ∈su×P ． 
所确定．重复上面的估计，可以得到 

I I1 lI I：≤ C。 +C I r0)』 +C 』lI glI I：一P。 

由此可知 F r 将 一  ．这里 是 × 中以原点为中心． 为半径的球．根据Brouwer 

不动点定理．F J存在不动点．这个不动点就是 “ ．用类似的方法还可进一步证明这个不动点 

是唯一的．这样即得到了近似解 “ 的存在唯一性． 

定理 2 设 g∈L fR L r0．2 j．f满足 (3．3)～ (3．4)．则近似方程 (3．2)存在唯一解． 

4 误差估计 

先给出两个 I理： 

引理 s 记 一“一P “．r≥ l_卢是小于r的最大整数．则有 

l lJ ll I~~CN 一 I lI“ll I + ； +CM一 Ⅳ I ll芋 lJ I垃 t 
+ CM  ． 

引理 6 对 r≥ 1，卢是小于 r的最大整数． ≥ 0，则有 

t}1 I ≤cⅣ 川 } ： +． ， +CM～ Ⅳ一 ⋯手 I +． 
+ CM 一 ⋯

． Lp 。 

这两个引理的证明完全类似引理 4的过程．对于引理 5．只要注意到 r 。 一 

可得到， 

最后，我们有如下误差估计 

。 k 即 

定理 3 设 r≥ 1，卢是小于 r的最大整数，d≥0．“∈ ： rR r0，2 J，则有 

I ll“一“M ll』：≤CN卜 I ll“II I r ． ； z +CN 』【1 I +
． ： 圳 

+CN—rM一 I lJ lI I ． +CN⋯M I ll O—, +
雨

lu 

lI It +． { ： 

+CM一 I ll ， 
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证明 用(3．1)式减去 f3．2)式得 

f r ～ uM,v) ， jj + ff — uM,v) ，口 )) + ff， j一，f“ )， 】j = 0，V ∈SM×P ，r4．2) 

令 = “一 P “． 一 P N“一 M ．则 (4．2j可写为： 

{{e ． )1 + ({ ．。1) + ((壬 ．'0z') + {{ ． )) + {{j(H1一 f(u w1  ̈= 0 

V ∈S ×P 取 口一 ，则有 
1 ’ 

寺II r／ _。I 一+寺II II 2+II仉 ：+rr， J一，r” )．rD) 

= 一 (t{ ． ') ～ {(e ，rL) ． 《 
． 3 

因为 lf信， j I≤÷I II II I + I II￡II I：． 

Iff￡， jj I≤ 告I II II I +c I II e II I：， 

{IjtM)一 jI”MM1． i) = ({ {u)一 ，(P "'． '1 + {(，(PM '一 ，(uⅥN1．畸1' 

≥ I【1 【1 I：～c⋯ ll I I ． 

将上述估计代人(4．3)式得 
1 1 

+寺j l II II I：+÷I II II I ≤cfI II II I：+I II￡II I +I II亭II I )十eI II II{ 
1 

取 E< ÷ + ，则 

I II II I ≤CfI }1 I：+ i 0 I：+ I ll￡ll l )． 

利用引理 4～6．即得所证结果． 
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Abstract：W e construct a fully discrete approximation of a semilinear parabolic equation by using the Laguerre
— Fourier 

spectral method． The error estimations are given
．  
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