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研究论文 　　圆管聚合物热流中黏性耗散分析的无网格模拟

张小华，欧阳洁，张　林

（西北工业大学应用数学系，陕西 西安７１００７２）

摘要：以与温度相关的指数定律作为本构方程，应用无网格方法模拟了外表面为恒温时的圆管内具有黏性耗散

的聚合物流动热传导问题，给出了离入口不同位置处的温度分布。计算结果表明：根据黏性耗散模型计算的温

度比无黏性耗散模型高出６４℃，从而说明了黏性耗散在聚合物流动热传导问题中具有举足轻重的作用。并且，

无论是无黏性耗散模型，还是黏性耗散模型，其极限温度与壁面温度有很大的关系，但与入口温度无关。
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引　言

在聚合物加工、食品、生化等行业的热交换过

程中，经常会涉及到圆管内黏性不可压缩非牛顿

（ｎｏｎＮｅｗｔｏｎｉａｎ）流体的热传导问题，即所谓的

ＧｒａｅｔｚＮｕｓｓｅｌｔ问题。为了得到一个简单的数学模

型，许多研究者通常对该问题做如下的假设：（１）

温度达到稳定状态； （２）轴向热传导忽略不计；

　　犚犲犮犲犻狏犲犱犱犪狋犲：２００５－１２－２４．

犆狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵 犪狌狋犺狅狉：Ｐｒｏｆ． ＯＵＹＡＮＧ Ｊｉｅ．犈 － 犿犪犻犾：

ｊｉｅｏｕｙａｎｇ＠ｎｕｐｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

犉狅狌狀犱犪狋犻狅狀犻狋犲犿：ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ

ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１０５９０３５３）ａｎｄｔｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎ

ｏｆＳｈａａｎｘｉＰｒｏｖｉｎｃｅ（２００５Ａ１６）．

　

（３）密度ρ和比热容犮狆与位置无关；（４）黏度η和

热传导率κ与位置无关；（５）由黏性耗散产生的热



能忽略不计；（６）无外部体力作用在流体上；（７）

流体服从Ｎｅｗｔｏｎ黏性定理并遵守Ｆｏｕｒｉｅｒ热传导定

律。但现实中的很多聚合物由于其内部结构在一定

的流场作用下会发生变化，从而引起黏性的变化。

此时黏度不再是个常数，因此为了更加准确描述一

些物质 （如聚乙烯熔体等）在圆管内的热流行为，

本文采用修改后的假设［１］：（１）黏度η是位置和温

度的函数；（２）考虑轴向热传导；（３）考虑由黏性

耗散产生的热能； （４）流体服从指数定律和Ｆｏｕ

ｒｉｅｒ热传导定律。Ｗｅｉ等
［２］给出了上述模型离入口

充分远处圆管内温度的解析解，但由于在入口附近

温度梯度变化剧烈而无法得到该处温度分布的解析

解，因此该问题必须采用数值方法来求解。Ｗｅｉ

等［１］应用有限元方法也求解了该问题，但由于某些

原因，得到的数值结果和实际情况不相符。Ａｇｕｒ

等［３］用有限差分法求解了忽略轴向热传导的

ＧｒａｅｔｚＮｕｓｓｅｌｔ问题，得到了一些有益的结果。

Ｐｒｕｓａ等
［４］基于有限差分法，构造了所谓的奇摄动

（ｓｉｎｇｕｌａｒｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ）方法，求解了流体服从指

数定律的ＧｒａｅｔｚＮｕｓｓｅｌｔ问题，但有限差分法会涉

及到烦琐的网格生成过程且难以处理复杂的边界问

题。近年来发展的无网格方法［５１１］引起了人们的极

大关注。无网格方法采用基于点的近似，可以彻底

或部分地消除网格，且可容易地求解大变形、大梯

度等问题。特别是Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ等
［５６］提出的无网格

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方 法 ［ＥｌｅｍｅｎｔＦｒｅｅ Ｇａｌｅｒｋｉｎ （ＥＦＧ）

Ｍｅｔｈｏｄ］已被广泛应用于工程力学中的许多领

域［７１０］。研究表明，ＥＦＧ方法具有计算稳定、精度

较高，收敛速度快等优点，是无网格方法中较成熟

的一种方法。为了更加准确的模拟ＧｒａｅｔｚＮｕｓｓｅｌｔ

问题，本文采用ＥＦＧ方法求解该问题，从而考察

黏性耗散在ｎｏｎＮｅｗｔｏｎｉａｎ流体热传导问题中的作

用，同时也避免了烦琐的网格生成过程。

１　数学模型

假设圆管的管壁光滑，流体物性为常数，流体

黏性耗散为径向位置和温度的函数。对充分发展的

非牛顿Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ层流流动的稳态热传导问题，根

据上述的假设，该问题满足
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对具有黏性耗散的聚合物熔体 （如图１
［１］），

本构方程为

图１　圆管内的聚合物流动
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由式 （１）、式 （２）得
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式中　ρ、犮狆、κ、犃、犅、犜ｍ 和狀都是正常数，其

中犜ｍ为参考温度。速度狌由式 （５）定义
［１，３］
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式中　狉０是圆管的半径，狌ａｖ为平均流速，ν＝

（狀＋１）／狀。常数狀即为指数定律中的指标，且满足

０＜狀＜∞。

相应的边界条件为
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式中　犜０是流体入口边界处温度，犜∞为圆管外环

境温度，犺为薄膜系数，本文中犺＝１０６。当犺非常

大，且用犜ｗ （管壁温度）代替犜０，则该条件和

犜（狉０，狕）＝犜ｗ相容。

定义如下量纲１数
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因为ν＝（狀＋１）／狀，有
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其中
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２　无网格Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法

２１　移动最小二乘法

ＥＦＧ方法的数学基础是移动最小二乘 （ｍｏｖｉｎｇ

ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ，ＭＬＳ）法
［５６］。

一般情况下，由 ＭＬＳ构造的形函数不满足

Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒｄｅｌｔａ条件，即Φ犻（狓犼）≠δ犻犼，这给本质

边界条件的处理带来了很大困难。目前已经提出了

多种处理本质边界条件的办法，如Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子

法［５］、罚参数法［１１］、修正的变分原理［６］、与有限

元法耦合［６］等。由于罚参数法易于实施，且适合于

大规模计算，所以本文采用罚参数法处理本质边界

条件。

此外，权函数的连续性将直接影响到形函数的

连续性，所以本文取三次样条函数［１１］作为权函数。

２２　犌犪犾犲狉犽犻狀离散

基于Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散，式 （７）的弱形式为
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犜
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式中　α为罚参数，本文中取α＝１０
７。

采用 ＭＬＳ近似，取犠、犜 为形函数Φ犐（狓），

式 （８）离散可得

犓犜＝犉＋犙 （９）

其中

犓犻犼 ＝２π∫Ω
Φ犻

犚
Φ犼
犚
＋犇

Φ犼
犣
Φ犼
（ ）犣 犚ｄ犚ｄ犣＋

２π∫ΩΦ犻（１－犚
ν）Φ犼
犣
犚ｄ犚ｄ犣＋２πα∫Γ犇Φ犻Φ犼ｄΓ＋２π∫ΓΦ犻犺Φ犼ｄΓ

犙犻犼 ＝２π犆∫ΩΦ犻ｅ
－狀犅犜犚ν＋１ｄ犚ｄ犣

犉犻＝２π∫ΓΦ犻犺犜∞ｄΓ＋２πα∫Γ犇Φ犻犜０ｄΓ

式 （９）是一个非线性方程组，因此必须非线

性迭代求解，本文采用具有二次收敛速度的牛顿迭

代法求解。其具体过程如下：

设犚＝犓犜－犉－犙

则牛顿迭代公式为

犜狀＋１ ＝犜
狀
－犑－

１（犜狀）犚（犜狀） （１０）

为了避免矩阵求逆，将式 （１０）改写为

犑（犜狀）犜狀＋１ ＝犑（犜狀）犜狀－犚（犜狀） （１１）

其中，Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵犑为

犑（犜狀）＝犓－犙 （１２）

其中

犙犻犼 ＝－２π犆犅狀∫ΩΦ犻Φ犼ｅ
－狀犅犜犚ν＋１ｄ犚ｄ犣

３　计算结果及分析

以典型高密度聚乙烯熔体为例来研究上述问

题，根据Ａｇｕｒ等
［３］提供的数据，式 （３）中，犃＝

２８２００Ｐａ·ｓ狀，犅＝０．０２４０Ｋ－１，犜ｍ＝３９９．５Ｋ，

狀＝０．４５３，狌ａｖ＝０．１５ｍ·ｓ
－１，狉０＝０．００１２５ｍ，

犜０＝１３０℃，犜∞ ＝１６０℃，犮狆＝２．５１ｋＪ·ｋｇ
－１·

Ｋ－１，犇＝１．７６６７×１０－１，κ＝６．１０×１０
－４ｃａｌ·

ｃｍ－１·ｓ－１·Ｋ－１＝０．２５５Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１

图２ （ａ）、（ｂ）分别给出了在犚犣 面上均匀布

置４１×２１、５１×２１个节点的圆管内无黏性耗散的

　

图２　无黏性耗散时圆管内幂律流体的温度分布

Ｆｉｇ．２　３Ｄｂｕｌｋｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｐｒｏｆｉｌｅｏｆｐｏｗｅｒｌａｗ

ｆｌｏｗｉｎｔｕｂｅｗｉｔｈｏｕｔｖｉｓｃｏｕｓｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ
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聚乙烯热传导的数值解。从图２可以看出，由于不

存在黏性耗散产生热，所以对于温度充分发展问

题，温度的发展主要取决于壁面边界温度。

图３给出了对应的具有黏性耗散的数值解。由

图３可见，由于黏性耗散的存在，所获得的温度比

没有黏性耗散所获得的温度高得多，最高温度在

２２４℃左右。和壁面温度相比，在犚＝０．５处管壁

附近温度迅速凸起，表明在管壁附近由黏性耗散产

生的热量比在圆管中心处多，这主要是由于在管壁

处剪切速率最大的缘故。

　

图３　具有黏性耗散时，圆管内幂律流体的温度分布

Ｆｉｇ．３　３Ｄｂｕｌｋｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｐｒｏｆｉｌｅｏｆ

ｐｏｗｅｒｌａｗｆｌｏｗｉｎｔｕｂｅｗｉｔｈｖｉｓｃｏｕｓｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ
　

针对无黏性耗散模型和黏性耗散模型，图４比

较了不同节点数下距入口不同位置处的温度分

布。从图４可以看出，在距入口不同的位置处，

黏性耗散模型的温度均远远高于无黏性耗散模型

的温度。

图５给出了无黏性耗散模型和黏性耗散模型沿

犚＝０．５的温度分布图。从图５中可以看出，无黏

性耗散模型的温度逼近于壁面温度，即１６０℃；而

黏性耗散模型的温度逼近于２２４℃。６４℃的温度差

说明由黏性耗散在该问题中具有极其重要的作用。

结合图３、图５可知，对黏性耗散模型，在犣≈０．６

以后，圆管内沿轴向的温度已经充分发展。

前面已经指出，圆管入口处的温度目前还无法

得到解析解；但离入口处充分远时，Ｗｅｉ等
［２］已经

给出了温度充分发展情况下该问题的解析解。为了

　

图４　距入口不同位置幂律流体沿径向的温度分布

Ｆｉｇ．４　Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｐｒｏｆｉｌｅｓａｌｏｎｇｔｕｂｅｒａｄｉａｌａｘｉｓ

ｆｏｒｐｏｗｅｒｌａｗｆｌｏｗａｔｖａｒｉｏｕｓｔｕｂｅｌｅｎｇｔｈ

ｎｏｖｉｓｃｏｕｓｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ； 犣＝０．１５；

犣＝０．６； 犣＝１．２； 犣＝１．８

　

图５　不同节点数时幂律流体沿轴向的温度分布

Ｆｉｇ．５　Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｐｒｏｆｉｌｅｓａｌｏｎｇａｘｉａｌ

ｄｉｓｔａｎｃｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｄｅｎｕｍｂｅｒｓ

ｎｏｖｉｓｃｏｕｓｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ； ｎｏｄｅ＝４４１；

ｎｏｄｅ＝６５１； ｎｏｄｅ＝８６１； ｎｏｄｅ＝１０７１

　

误差分析，定义如下相对误差

犲＝
∑
狀

犻＝１

犜
ｅｘａｃｔ

犻 －犜
ｎｕｍ

犻

∑
狀

犻＝１

犜
ｅｘａｃｔ

犻

在温度充分发展的情况下，表１给出了无网格

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法在不同节点数时的误差情况，可以看

出，对于温度充分发展以后，无网格 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方

法在节点布置较稀疏时，也可以获得很高的计算精

度。图６给出了犣＝１．０时解析解和数值解的比

较。从图中可以看出，无网格Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法采用
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表１　不同节点数时的相对误差

犜犪犫犾犲１　犈狉狉狅狉狊犻狀狀狌犿犲狉犻犮犪犾狉犲狊狌犾狋狊犳狅狉狏犪狉犻狅狌狊狀狅犱犲狀狌犿犫犲狉

Ｎｏｄｅｎｕｍｂｅｒ Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ／％

４４１ ０．０５９１５３２９８４５９７２

６５１ ０．０５１５７２４００８０５６３

８７１ ０．０５０８１４３１１０４０２２

１０７１ ０．０５０７６９７１７５２４６１

　

图６　数值解和精确解的比较

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
　

８６１个节点时的解已经和解析解吻合很好。

图７给出了黏性耗散模型在不同入口温度

（１３０、１９０、２２０℃）情况下沿犚＝０．５的温度分

布，可看出，在各种入口温度情况下，它们均有同

一个极限温度 （２２４℃）。这是由于对速度充分发展

的问题，熔体的温度取决于壁面边界温度、黏度和

热传导率，而不由熔体的入口温度决定［３］。结合图

２可见，对无黏性耗散模型，其极限温度也刚好等

于壁面温度 （１６０℃）。

４　结　论

本文采用无网格 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，研究了圆管

图７　不同入口温度情况下沿轴向的温度分布

Ｆｉｇ．７　Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｐｒｏｆｉｌｅｓａｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ

ａｘｉａｌｄｉｓｔａｎｃｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｌｅｔｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ
　

内具有黏性耗散的不可压缩非牛顿流体的Ｇｒａｅｔｚ

Ｎｕｓｓｅｌｔ问题。数值结果表明：

（１）黏性耗散对温度的分布影响至关重要。本

文中，黏性耗散模型的温度比无黏性耗散模型的温

度高出６４℃。

（２）在犣≈０．６以后，黏性耗散模型的温度得

到充分发展。

（３）无论是无黏性耗散模型，还是黏性耗散模

型，其极限温度与壁面温度有很大的关系，但与入

口温度无关。

（４）采用无网格方法，前后处理方便，求解过

程中可避免烦琐的网格生成，因而可以节省大量的

人力和计算费用，并且无网格方法具有很高的

精度。

犚犲犳犲狉犲狀犮犲狊

［１］　ＷｅｉＤ Ｍ，Ｌｕｏ Ｈ Ｂ． Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｈｅａｔ

ｔｒａｎｓｆｅｒｉｎ ｍｏｌｔｅｎ ｐｏｌｙｍｅｒｆｌｏｗｉｎｔｕｂｅｓ ｗｉｔｈ ｖｉｓｃｏｕｓ

ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ． 犐狀狋犲狉狀犪狋犻狅狀犪犾犑狅狌狉狀犪犾 狅犳 犎犲犪狋 犪狀犱 犕犪狊狊

犜狉犪狀狊犳犲狉，２００３，４６ （１６）：３０９７３１０８

［２］　ＷｅｉＤ Ｍ，ＺｈａｎｇＺ． Ｄｅｃａｙｅｓｔｉｍａｔｅｓｏｆｈｅａｔｔｒａｎｓｆｅｒｔｏ

ｍｏｌｔｅｎｐｏｌｙｍｅｒｆｌｏｗｉｎ ｐｉｐｅｓ ｗｉｔｈ ｖｉｓｃｏｕｓｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ．

犈犾犲犮狋狉狅狀．犑．犇犻犳犳犲狉犲狀．犈狇狌犪狋．，２００１ （１）：１１４

［３］　ＡｇｕｒＥ Ｅ，ＶｌａｃｈｏｐｏｕｌｏｓＪ． Ｈｅａｔｔｒａｎｓｆｅｒｔｏ ｍｏｌｔｅｎ

ｐｏｌｙｍｅｒｆｌｏｗ ｉｎｔｕｂｅｓ． 犑狅狌狉狀犪犾狅犳 犃狆狆犾犻犲犱 犘狅犾狔犿犲狉

犛犮犻犲狀犮犲，１９８１，２６ （５）：７６５７７３

［４］　ＰｒｕｓａＪ，ＭａｎｇｌｉｋＲＭ．Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｆｏｒｔｈｅｒｍａｌｌｙ ｄｅｖｅｌｏｐｉｎｇｆｌｏｗｓｏｆ Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ ａｎｄ ｎｏｎ

Ｎｅｗｔｏｎｉａｎｆｌｕｉｄｓｉｎ ｃｉｒｃｕｌａｒｔｕｂｅｓ ｗｉｔｈ ｕｎｉｆｏｒｍ ｗａｌｌ

ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ．犖狌犿犲狉．犎犲犪狋狋狉犪狀狊犳犲狉，犘犪狉狋犃．，１９９４，２６

（２）：１１９２１７

［５］　ＢｅｌｙｔｓｃｈｋｏＴ，Ｌｕ Ｙ Ｙ，Ｇｕ Ｌ． Ｅｌｅｍｅｎｔｆｒｅｅ Ｇａｌｅｒｋｉｎ
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犿犲狋犺狅犱狊．犐狀狋．犑． 犖狌犿． 犕犲狋犺．犈狀犵狉犵．，１９９４，３７ （２）：

２２９２５６

［６］　ＢｅｌｙｔｓｃｈｋｏＴ，ＫｒｏｎｇａｕｚＹ，ＯｒｇａｎＤ，ＦｌｅｍｉｎｇＭ，Ｋｒｙｓｌ

Ｐ． Ｍｅｓｈｌｅｓｓ ｍｅｔｈｏｄ： ａｎ ｏｖｅｒｖｉｅｗ ａｎｄ ｒｅｃｅｎｔ

ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｓ．犆狅犿狆狌狋． 犕犲狋犺狅犱狊犃狆狆犾． 犕犲犮犺． 犈狀犵狉犵．，

１９９６，１３９ （１／２／３／４）：３４７

［７］　ＢｅｌｙｔｓｃｈｋｏＴ，ＫｐｙｓｌＰ，ＫｒｏｎｇａｕｚＹ．Ａｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｅｘｐｌｉｃｉｔｅｌｅｍｅｎｔｆｒｅｅ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄ．犐狀狋． 犑． 犖狌犿犲狉．

犕犲狋犺．犉犾狌犻犱狊．，１９９７，２４ （１２）：１２５３１２７０

［８］　ＤｏＣＪ．ＡｎｅｌｅｍｅｎｔｆｒｅｅＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆ

ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒｆｌｏｗｓｉｎｒｉｖｅｒｓ．

犆狅犿狆狌狋．犕犲狋犺狅犱狊犃狆狆犾． 犕犲犮犺．犈狀犵狉犵．，２０００，１８２ （１／

２）：８９１０７

［９］　ＳｉｎｇｈＩＶ，ＪａｉｎＰ Ｋ． ＰａｒａｌｌｅｌＥＦＧａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｈｅａｔ

ｔｒａｎｓｆｅｒｐｒｏｂｌｅｍｓ． 犃犱狏犪狀犮犲狊犻狀 犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵 犛狅犳狋狑犪狉犲，

２００５，３６ （８）：５５４５６０

［１０］　ＱｉｕＹｉ（仇轶），ＹｏｕＣｈａｎｇｆｕ （由长福），ＱｉＨａｉｙｉｎｇ （祁

海鹰），ＸｕＸｕｃｈａｎｇ （徐旭常）．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆ

ｆｌｏｗａｒｏｕｎｄａｃｙｌｉｎｄｅｒｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ犚犲ｕｓｉｎｇａｍｅｓｈｌｅｓｓ

ｍｅｔｈｏｄ． 犑狅狌狉狀犪犾狅犳 犜狊犻狀犵犺狌犪 犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔：犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱

犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔（清华大学学报：自然科学版），２００５，４５ （２）：

２２０２２３

［１１］　ＡｔｌｕｒｉＳＮ，ＺｈｕＴ．ＡｎｅｗｍｅｓｈｌｅｓｓｌｏｃａｌＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ

（ＭＬＰＧ）ａｐｐｒｏａｃｈｉｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｍｅｃｈａｎｉｃｓ．犆狅犿狆狌狋．
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