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变分法的 Euler—Lagrange方程及其应用 

(上海 师范大学 理工信息学院，上海 200234) 

摘 要 ：国外数学物理教材巳引入了求包含因变量 阶导数的泛函的极值问题的有关内容叫 

作者引入 Euter—l~grange算符统一叙述其 中最重要的 Euhr—Lagrange方程及其一些简单的应 
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1 国内现有教材[ 。]中所论述的变分法 

由变量 t给出的函数 

= 0)， 口= 1，2⋯ ，m， 

定义了拉氏函数 L— L(t， (f)， (}))， 

而由后者给出的泛函 I(x )一 I‘L(t， (f)， ( ))dt， 
J I 

能取得极值的条件是函数 ( )等满足下列 Euler—Lagrange方程 

c筹 一筹 一Ⅵ，⋯⋯ 
为了便于推广 ，引入下列 Euler—Lagrange算符 

丘一 ‘ })一 一0， 一1，20 2，⋯，m， t一面( )一 一， 一1，，⋯， ， 
于是(4)式就可表示为 E．(L)= 0， a一 1，2，⋯，m 

2 L— L(t，z，z“ )时的情况 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

在这里 t表示 ， 1，2，⋯， ； 表示 (f)，口一1，2，⋯，m，而 z ”表示 ， 等对 t 等的一 
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第2斯 倪敏等 ：变分祛的 Euler—Lagrange方程及其应用 

阶偏导数 ， 一1，2，⋯， ，J==1，2，⋯m 

可以证 明 ，此时 』 )一 L( ， ， ) ⋯ 

能取极值的条件是函数 (￡)等满足下列 Euler—Lagrange方程 

E (L)一 0， 口一 1，2，⋯ ， ， 

其中 E。一 Di( )一 ， n一 1，2，⋯， 

而 D 一 面d
， 1，2，⋯ ，n， 

3 L=L(t，z， “ ，⋯ ，z )时的情况 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

其中t表示 ， 一1，2，⋯，”； 表示 。(f)，n一1，2，⋯ ， ；而 ‘ 表示任一因变量 对 自 

变量 t 等的 阶偏导数，J一1，2，⋯， ． 

对于 )一J。 ，⋯， ) dr'-'d ⋯) 
能够证明 ，它能取极值的条件是函数 ( )等满足下列 Euler-Lagrange方程 

E (L)一 0， n一 1，2，⋯ ， ， (12) 

其中 

t
一  一 Di鑫+ 矗 。+ 

以及 D_= 一 等 

4 一些简单的应用 

4．1 KIein--Gordon方程和 Laplace方程 

从 L一 ^ + z ， (̈ ) 

其中 一 和 都是常数 ，有 Euler—Lagrange方程 

a／i 一  
， ⋯ ) 

作为特殊情况，当 n一4， 及 一 时，即有熟知的 Klein—Gordon方程 ；当 一3， 一 ，以 

及 一0n ，即有 Laplace方程． 

4．2 Sine—Gordon方程 

从 L一一寺 1 2+COS．~， (16) 

有 

此即 Sine—Gordon方程 

篝 差 差_01 ⋯) 
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1 z— siny = 0． 

4．3 Korteweg—de V~ies方程 

从 L= 1 +丢( + +({ ) 
得相应 的 Euler Lagrange方 程组 

一 o， 

纛一 

f + ．+ ：=0， 

【 L— = 0， 

从中消去 ，有 

2
+ ．_+ z ．1'= 0， 

又令 一￡ ，t--t ，叫一 ，则有 Korteweg—deVries方程 

+ + = o． 

关于Eu1er_Lagrange方程的其他应用请参见[1]中的讨论 
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Abstract： The Euler—Lag ge ￡qu＆tiDns in th㈨ lculus 0f Variati0ns are discussed and 

applications alne introduced． 
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