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发育生物学中一类反应扩散方程组的分歧分析 
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摘 要：考虑发育生物学中一类反应扩散方程组，在分歧点附近利用 Liapunov-Schmidt约化 

技巧，得到了从平凡解分歧出来的随参数变化的非平凡解枝以及它们的近似解析表达式． 
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0 引 言 

本文考虑发育生物学中一类反应扩散方程组 

一 y f(u， )+ ， 

1 一 y g( ， )+幽 ， 

边界条件为 

(￡，O)一 (￡，rr)= 0， (￡，O)一 (￡，7r)一 0， 

其中 

ff(u， )一 a一 + 。 ， 

1g(u， )=b—U2 ． 

这里 d，a，b，y∈R是参数．上述问题出现在胚胎发育中的图案形成过程Ⅲ． 

方程组 (1)的定常解满足如下方程组和边界条件： 

ry(口一 + 。 )+ 一 0， 

I y(6一 。 )+咖 一 0， 

1 (o)= (7f)=0， 

I 7,3p(o)一 Or)一0． 

显然方程组 (4)有常数解 

r o— a+ b， 

b 

I Vo一 干 ‘ 

令 U= 一‰，V= —VO，可知它们满足如下方程组和边界条件 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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f( --7)U+y(口+6)。 + +y + +2y(a+6)【， —o， 

I一 L，一y(a+6)。 + 一y U2 一 U2—2y(a+6)【， —o， (5) 
f U (o)一U Or)一0， 

I V (O)一V Or)一．0 

删  _f 三 da b dx 1’ I 26。， ．．， ．，、，．， 0 l l + ⋯。～。”0 I 
舢  = 

U2V +

一

(a

南

~b)2U
⋯2+27 (a+ b)U V 1’ }一 一 一2y(口+6)uV l 

fF(( )，d)一A(d)( )+N( ， )一o， 
{U (o)一U (7f)一0， (6 
I V (o)一V (7f)一o． 

令X一{( )I ，t，∈0[o，， lUt(o)一 (丌)一0；t(o)一 (7f)一o)，y={( W。1)I ∈CEo， }， 

1 Liapunov-Schmidt约化 

U
t 

) 
一 0， ㈣  ．{ (o)一 (7f)一 

， 

It， (o)=,0t(7f)=0． 

由边界条件可知，求线性化方程组(7)的零特征值和零特征向量( )c。s艋的问题归结为求矩阵 

f b 一y l 口+ ⋯’⋯ 。。l 
的零特征值和零特征向量( Un)的问题· 

经过计算当 y。(口+6)。+nzy(口+6)。+ + y d 。一。时，An( )有零特征，由此可知当d 
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一  一 丛 十_ 上 时，方程组(6)出现分歧
．b 

扎。(—m ay一 扎。) 

为了记号的方便，记A ( )一L ，容易求得 L 的零特征向量 

一

( )c。s艇， 

这里M 一一 丽 ．而L 的共轭算子L 的零特征向量 

一 ( )c。s艋， 

这里 N 一 ．所以 一 an{ 一  一  2 rL 一 

span{e2)， = ， 一 — 2 作如下的空间分解
： 

X— KerL o M， Y—KerL：o RangeL ． 

其中M = (KerL )上n X，内积定义为 

P( ) ( )一 ( ( )∈y 
于是(6)等价于 

PF(r el+ 叫， )一 0，r∈ R，叫 ∈ M ， (8) 

<e2，F(rel+ 叫， ))= 0， (9) 

这里 — d—d ．(8)具体写出来就是 

P[L )+I。 dz +( ) 0s艋 s 
+ (m c0sr~c+w )。+27(n+6)(m c0s艋 +叫 )(ra M c。snx+wz))]一o， 

这里 叫 ∈M．由于 PF (O，O)一PL ===L ，它限制在 M上是正则的，于是由隐函数定理，从(8)可唯一 

解出 一 (r， )一( ；)，满足 (。，。)一( )．将 一 (r， )代入(9)后得到如下分歧方 
程 

(r， )一 <e2，F(re + w(r， )， ))一 0． (i0) 

2 分歧分析 

为了进一步了解在分歧点 (O，O)附近，方程组 (6)的解的性态，需要计算 g(r， )和 w(r， )关于 

r， 的各阶偏导数在 (r， )一 (O，O)处的值，下面的求导公式 可以直接从 (8)和 (1O)中得到 

g 一 <e2，dF(el+ 硼 ))， (11) 

gr2一 (P2，dF(w~)+ dzF(el+ 叫 ，el+ 硼 ))， (12) 

g2一 <e2，dF(w2)+ 3d。F(el+ 叫 ，叫r2)+ d。F(el+ 叫 ，el+ 叫 ，el+ 叫 ))， (13) 

毋 一 <ez，dF( )+ R >， (14) 

——酊硼 _T—■T■—■ 
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gd一 (e2，dF(wd)+ d F(e1+ 硼 ， )+ dF,(P1+ 叫 )>， 

PdF(Pl+ 叫 )一 0， 

Pd F(e1+ 叫 ，e1+ W )+ PdF(叫r2)一 0， 

Pd。F(el+ W ，Pl+ 叫 ，P1+ 硼 )+ 3Pd F(e1+ 叫 ，W
r2)+ PdF(w~3)一 0， 

PdF(叫 )̂+ PF 一 0， 

Pd (P1+ 叫 )+ PdF(wd)+ Pd F(e1+ 叫 ， )一 0， 

经过计算，下面是几个有用的式子： 

d2Fco．o (￡，岛)一( 1) “ “z+2y(n+6)“z +2y(n+6) ]， 

这里￡一( ) 1’2· 
F(o’o)(￡，毛，￡)一( 1(2r“z +2y“ z+2y UlU2V3)， 

3l 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

这里￡一( Ui)， l，2矗 
将(16)在(O，O)处取值可得 PL (P +乞U (O，O))一0，因为 P：y— RangeL ，所以PL =L ，L 限 

制在M 上是正则的，由此直接解出叫 (O，O)一0．于是 g (O，O)一 (e ，L e >：0． 

由 (17)式可得 Pd F(e ，e1)+PdF(w~z)一0，于是 叫f2(O，O)一一L (Pd F(0，o)(P ，e ))． 

而d2F co-。 ( e )一( 1) 

训 (O，0)一 

这里( )∈M，( )满足 

2 

(1+ ) 

(1 

口n ( 

[音 +4y(n+6) ]COS2艇， 

一 y+喜 y(n+6) 
一 a b —y(n+ + 曼dx 上 ’一⋯ Z 

2y6 

+ b 

( )一( 1)( +4y(n+6) )c0s2艇， 

令 

U= a1 COS／／X + b1 cos2nx + C1， 

= a2COS／／X + b2cos2nx + C2， 

代入上述方程后比较 COSnZ，cos2nx前面的系数可得 

01 0， a2 0， 

高 +2y(n+6) 
焉 ’ 

一  ， 

一 ⋯  ： 一 + ． 

仳 

0 

C  

]  

+ 

口 

+ 

N̂  

+ 一 
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所 以 

一  

bl c

2

o

船s2n x]= 。 bl c2o船s2n x]． 
代人(12)式并注意到 I cos。nxdx一0可得g 2(o，o)一<P2，L 叫rz(o，o)+d。F(。．0)(P1，P1)>一0．由(13) 

式在 (O，O)取值可得 

gr3(O，O) 

一 < z，3( 1)[一 一y(a+6)6 一y(a+6)6z一2y(a+6)c。+37 M ]a 3c。s船>． 

令s一一 三 一y(口+6)6 —y(口+6)6。一27(a+6)c。+37 M ，于是 

gr3(o，o)一< ( )c。s船，3( 1) ：c。s船>一擎 (1--N )≠o． (22) 
显然 (O，O)一0．于是在 (O，O)处，由 (19)式可以解出 (O，O)一o，再由 (14)式得到 ĝ(O，O)一o． 

类似地，在 (O，O)处由 (2O)式可解出 

Wd(O，O)一一 L Pd (0．0)(P1)， 

这 里 

Pd‰ )=P『(一 z0 )c。s船]一 2a M 

为此只要求解 

L (耄)一I一2n+．8丌．2卢N z．N z)c。s船， 

令(耄)一( )c。s船，因为(耄)∈M，所以c(耄)， 一。，即 
h1+ h2 = 0． 

同时 

y+喜 y(a+ 
一  一 y(a+6)。 d

x 口+ 6 。 一 ’～ 。。 ‘ 

( )=：= 

丌卢 。N 
2 

一  十 

( )∈M_ 

COS， ． 

(一~+rfl丌．Z N．2 N z)c。s船， I一十丌卢 。 。 “’ 

(23) 

展开可得 

(—b--
T  
ay h

1 一 h1 。)cosnx+y(口+6)。h2COSrt．~一 丌卢 。N COSrt．~， (24) 
口 十 D 

联立 (23)和 (24)解出 

代人 (14)式可得 

一 丌卢 。N M 
( 。一 b-- a) + y(口+ 6)。9 

丌卢 。N 

(n2一 专) +y(a+6)。 

o，o 一一华 ( s船， 

gd(O，O)一 (e2 dFa(P )>一一 —nZM
—

．N ．a．flJr
． 

(25) 

(26) 

一 一 

1  2  ^  

， ●●●●●● ●●● l●●●， ●●【  

是 
于 
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于是可得分歧方程 (10)的近似表达式为 

g(r， )一 +gd(0，0) +0(1 r I +l I I r I )一 0， 

而方程组 (5)的非平凡解的近似表达式为 

( )一 。+训a(。，0) + 1训 (。，。) +0(I r I。+l I I r l )． 
其中g 3(0，0)，g (0，0)，W (0，0)和 W )(0，0)由(22)，(26)，(25)和 (21)分别给出． 

3 例子 

设口=丢，6一导，y一4，则方程组(5)具体为 

f2U+16V+U +号u +16L厂V+4U V一0， 

j一6U+16V+dV 一 3 u 一16UV一4u V一0， 
l u (0)一U (丌)一0， 

l v (0)一V (丌)一0． 

(26)的数值解U 

图 1 方程组 (26)的近似解 

主 ． 
”  

、、 三≥ “ 

(26)的数值解y 

(26)的数值解 U 

图 2 方程组 (26)用差分离散后得的数值解 

考虑 一1时的分歧分析，由简单的计算可得d。一80，Ml一一去，N。 

(26)的数值解 y 

(27) 

一 丢，6。一一 5,O’z： ，cz一 一百’D 一一 “ 一 

，s 一 一  

17
，
。̂一 ，̂ z一 ，a·一 ， 一 O．787。， 

g(r， ) 一 2．1lDr r。+ 0．0033~r(d一 80)r， (28) 

Ⅲ 一 。 一 ～ 善兽 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


34 上海师范大学学报(自然科学版) 2003年 

U 圭 0．7963rcosx+ 3．1403*1O一 (d一 80)TCOSX一 0．0661r2cos2z。 

圭一 0．0498rcosx+ 5．0245*1O一 (d一 80)"／'COSX一 (O．0016cos2x+ 0．0099)d． 

图 3 近似分歧图 图 4 数值分歧图 

(29) 

(30) 

图 1画出的是方程组 (26)的近似解 (28)，(29)．而图2画出的是方程组 (26)用差分离散后求得的数值 

解．图 3是方程 (27)的近似分歧图，其中星号表示的是分歧方程 g(r， )一0的近似解，而图4是相应 

的数值结果．近似解和数值解的相符表明了我们分歧分析的有效性． 
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Bifurcation Analysis of Reaction-- diffusion 

Equations in Developm ental Biology 

XIONG Bo，WEI Jun·qiang，YANG Zhong—hua 

(Mathematics and Sciences College，Shanghai Normal University，Shanghai 200234，Chian) 

Abstract：W e consider a class of reaction-diffusion equations in developmental biology．Near the bifurcation points。using 

the Liapunove-Sc hmidt reduction process，we obtain the nontrivial solution branches which are bifurcated from the trival 

solution when the parameter changes．The approximate analytical expressions of the nontrivial solutions are given tO be 

compared with the numerical solutions of the nonlinear problem． 

Key words：reaction-diffusion equations bifurcation；Liapunove-Schimidt reduction 
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