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非单调线搜索解线性约束优化的信赖域内点算法 

钱纯青 

(上海师范大学 数理信息学院，上海 200234) 

摘 要：提供了求解线性约束的非线性优化问题的非单调信赖域内点算法．在合理的条件下， 

证明了算法的整体收敛性，并且在最优解局部范围内获得单位步长的可接受性，从而保证了局 

部超线性收敛速 率． 
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本文研究线性约束下非线性优化问题 

(P) min ，(z) S．t． Ax— b，z≥ 0， 

其中．厂是 叨”到叨的光滑函数，但未必为凸函数；A是P× 矩阵；b∈统一．信赖域和线搜索是获得整体 

收敛性的两种最基本策略，信赖域算法解决非线性目标函数的早期工作可见 Dikin和 Zorkaleev[3]，采 

用内点算法解决约束凸优化问题后来受到了广泛的关注，相关工作有 Den Hertog，Roos，Telakyc ， 

McCormick~s 等．Gonzaga~ 研究了椭球形的信赖域，此算法产生的点列都在可行域的内部．更进一步， 

Bonnans和 Pola 采用了此种椭球信赖域研究了线性约束优化问题的内点算法，得到了整体收敛性和 

局部单位 步长可接受性的良好结果．但这些工作都是建立在每一步迭代 目标函数单调下降的基础上． 

最近 Grippo等Ⅲ提出了非单调技术解决复杂度较高的无约束非线性优化问题．非单调思想启发我们采 

用非单调线搜索技巧来研究线性约束优化问题的信赖域内点算法． 

本文第二节首先描述与分析了非单调信赖域内点算法，然后在第三节论述了算法的整体收敛性 ， 

得到了算法的收敛点满足问题(P)的一阶优化条件，第四节则讨论了算法的局部收敛性质，在合理的条 

件下，得到了最优解局部范围内单位步长的可接受性． 

1 算法 

首先引进可行集合与严格内点可行集： 
0 

F= {．7C∈ 一；Ax一 6，z≥ 0)， F一 (．7C∈统 ； = 6，．7C> 0)， 

在本文中，将假设 F有界，且 F非空，g =g(x )表示 ，(z)在,7C 处的梯度 f(x )． 

在算法的每一次迭代中将用到两个矩阵，一个是 X 一diag(z{，⋯，,7C：)，其中,7C 是向量 ,7C 的第i 

个分量，另一个是函数 厂(z)的 Hessian矩阵的对称近似阵Bt．假定Bt是半正定矩阵． 

算法 1．1 

步1：给出z。∈芦， ∈ (o，1)，p∈ (o，1)，y∈ (o，1)，整数M≥ 0；给定 (o)一0，忌一0· 
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步 2：取定一 ，l×，l对称矩阵B ．计算 ∈ ( ，l／ )，使 d 满足 
1 

(sP) rain ( )一 (g )rd+ B d̂，s．t． Ad一 0，d1’x 。d≤ ． 
厶 

且满足 +d > 0，这里称 瓯是信赖域半径． 

步 3：若 仇(0)一 ( )，则停止，即 为最优解． 

步 4：使用线搜索，计算 = ，以是使下式成立的最小非负整数， 

f(x + d )≤f(x“”)+ E(g‘)rd +妻( )rB̂d ]． (1) 
厶 

其中f(x“”)一 max f(x~J)，令 Xlq- ： 十 ． 

步 5：令 m(k+1)≤ min(re(k)+l，M)；置 k— k+1．转步 2． 

当M =0时，非单调算法可看成通常的单调算法，从而非单调算法可视为通常单调算法的推广． 

如果算法停止于第 k步迭代，那么 ẑ 满足(P)的一阶必要条件(见[7])． 

引理 1．2 若 d 是(SP)的解，则必存在 ∈ ， ≥ 0，使得 

+ B d̂ +A 抖 + 2vkX-[。d 一 0， Ad = 0， (2) 

≥ 0，( ) Xi-。d ≤ ， E(a ) X 。d 一 ]一0． (3) 

在算法 1．1的 步 3中，若 (0)一 ( )，则算法停止，此时 
1 1 

(0)一 ( )一一( ) 一告( )rB̂d 一( 抖 )tAd +2 ( ) x 。d + ( )rB̂d ． 
1．a 厶 

由(2)～(3)可得 
1 

(0)一 ( )一2 醒+-去’( ) Bd̂ 一0． (4) 
厶  

由于 ∈ ( ，1／ ，B 为半 正 定矩 阵，故有 一 0，( ) B d 一 0．因为 ( ) B d 一 
1 1 1 1 1 

( )rB~BId 一 (Bid ) B 一0．这意味着 B 一0，又 > 0，因此 一0，B d 一0．由此 

从(2)可见 

+ A 抖 一 0，Ax = b， > 0． (5) 

所以，终止步意味着 满足(P)的一阶必要性条件． 

2 算法的整体收敛性 

在本节中，将证明所提供算法的整体收敛性．为了论述的方便，引入有效约束集合 

I(z)一 {i∈ {l，⋯，，1)；zi= 0}；V z∈ F． 

对于任意 J c (1，⋯， )，其相应的优化问题是 

(P)f rain，(z)；Ax— b；zf一 0． 

它的一阶必要性优化条件为 

r ，(z)+A — 一 0， 

(Q) Ax = b， 

【zf—o， ：0，f∈j 
在本节中，将作如下假设 

(A1)： 对于任意 I c (1，⋯，，1)，(Q)f没有非孤立解． 

(A2)： 存在 口> 0，( ) (B +2v Xi-。) ≥ 口I1 I1 ． 

(A3)： 对于任何解 ，以及相应的 Lagrange乘子 ．若 (A ) 一 0，V i J( )，则 一 0． 

事实上，(A2)可重新表示为存在 a> 0，有 
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(0)一 ( )一一(g‘) ‘一 ( ) B̂d‘一 ( ) (B̂+2 Xi- ) ≥导lId‘II ． 
厶 厶 厶 

从(5)式中可直接推得．若 B。一致正定，即 ]口> 0；( ) B。d‘≥ 口lld‘ll ．从而(A2)可得到满足． 

引理 2．1 设 (z )是由算法 2．1产生的序列，则有 lim[仇(O)一 ( )]一0． 

证明 据 z(忌)的定义，Z(忌)是一整数且满足 忌一re(k)≤ z(忌)≤ 忌，f(x“”)一 max Ff(x~-J)]． 

考虑到m(k+1)≤ re(k)+1，有 

f(x“蚪”)一 max Ff(x~- -J)3≤ inax [厂(z抖 -j)]一 max{f(x“ )，厂(z蚪 ))= f(x“”)． 

这意味着序列 (f(x“ ))单调非增． 

进一步，当 忌> M ，有(1)式知 

f(x“ )一 f(x“” + “卜 d“” ) 
1 

≤ max [厂(z“” -j)]+ “卜 [(g“ )rd“D +去( “D～)rBf(̂)_ld“ ] 
O≤ J m‘‘‘k)--I J 厶 

1 

一 f(x““” )+ “” F(g“D )rd“D +去(d“D ) Bf(̂)_ld“” ]． 
厶 

故当忌一 ∞ 时，非增序列 (f(x“”))必有极限，所以上式可得 

lim#“卜 F(g“D ) d“D + ( “” ) B姒)_ld“D ]一0． 
∞  厶 

由(A2)得 卜 F(g“ ) “ +告( “” ) B姒)_ld“ ]≤一号 “卜 lId“” II。≤0．这意味着 

lim#“卜 『Id“D 『I一0． (6) 
—̂’ ∞  

dd 

令 2(忌)一 l(k+M+2)．现在通过数学归纳法证明，对任给的 ≥ 1 

lim』口7“ ll “ ll一0． (7) 
—̂’ ∞  

和 

limf(x ‘ )一 limf(x ‘‘ )． (8) 

不失一般性，下文中假设迭代指标 忌足够大，以避免负的下标的出现，既 忌≥ 一1．若 一 1，由于 

{2(忌))c (z(忌))，从(6)既可推得(7)，从而 lI “ 一z?“卜 ll一 0．故当 一1时，(8)式成立．由于 厂(z) 

在 F上的一致连续性，现假定对任给的 ，17)和(8)式成立，由(1)式知 

厂( (̂) )≤厂(．zf(2(‘)十 )+ 十 [( ‘‘ —r )rd 卜卜 +告( ‘D _。)rBl(D一卜ld“ 一卜 ]． 

令 忌一 ∞ ，由(8)式可知 

liml口7‘D十 [( ‘”十 )rd 卜严 +去( “ 一)rBl(D_J—ld“D十 ]一0． 
^ ∞  

类似于(6)的推导，可得 

lim』口7“ 卜 ll “ 十 ll一0． 

进一步，这意味着 

ll (D 一一 “ 十 ll一 0． 

故由厂(z)在 F上的一致连续性， 

limf(xz(k)--严 )一 imf(x“D_广 )一
。

limf(x“ )． 

从而证明了对 ．『≥ 1，(7)和(8)式都成立． 

对任意的 忌，有 
?(̂)一j—l 

z抖 一z 一 ∑ l口7‘ _J． (9) 
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因为 2(惫)一是～1一 l(k+M+2)一是一1≤ M+1．所以通过(7)，(9)式可得 lim II 蚪l一 ll一0． 

由于f(x“ )的极限值唯一，由厂的一致收敛性 

limf(x )一 limf(x2‘ ’)一 limf(x姒’)． (10) 

另一方面，当P足够小时，f(x +IDd )一f(x )+P( )rd +0(ID)．故必存在一常数c>0，使得 f(x 

+pd )≤ f(x )+ID( ) d +cO。．由于 是凸函数 ，有 ( )一 (0)≥ (0) d 一 ( )rd ．所 

以存在正常数 C 

f(x +P d )≤ f(x )+P[Iok( )一 (0)]+cp。≤ f(x姒’)+P[Iok( )一 (0)]+cp。． 

显然当下式成立时，线搜索能够得到满足，ID≤ 一rain{1， [ (d )一 (0)]．这意味着 ≥ ， 

所以算法 1．1中的线搜索满足 

f(x~- )≤ f(x姒’)一 y 二 ( (0)一 (d ))。． 
C 

于是对(11)两边取极限，再利用(10)式，有 limI／ok(0)一 (d )]一0． 口 

引理 2．2 设 { )是由算法 2．1产生的序列，若 { )有界，则 limX +A ]一0． 

证明 由(10)和(11)式 ，可得 

(0)一 (d )一 醒+÷(d )1’Btd 一0． 
厶 

由于等式右边两个式子均不小于零 ，且 有界，故此可得，当惫一 cx3时，"Ok一 0，( ) B d 一 0，进而 

可得 B 一 0．余下部分内容的证明可参见[2]引理 2．3． 口 

定理 2．3 设 { )是由算法 2．1产生的序列，假设 {B )有界，则 

(i){ )的任一极限点都是 (Q) ，的解； 

(ii)若(A1)与(A2)成立．则 { )收敛，若(A3)也成立 ，那么 满足(P)的一阶优化条件，即 

(Q) f 厂( )+A 一 一 o， Ag— b， 

1 ≥0，卢≥ 0， 卢一0． 

证明 由(A2)及引理 2．2可推得 lim IId ll一0，故以下的证明可参见[2]定理 2．2． 口 

3 算法的局部收敛速率 

为了使获得局部收敛性，在此不妨假设矩阵A行满秩，且算法 1．1不是有限步终止，即算法 1．1所 

得序列 { )是一个无穷点列．同时，假设下式成立． 

(A4) 
～

lim - 0． 

其中P一 卜一A (AA ) A为A的零空间的投影矩阵，事实上，(A4)是线性约束问题的超线性收 

敛的充分必要条件． 

定理 3．1 假设(A1)～(A4)成立 ，{ )是算法 2．1所得序列，若 充分接近于(P)的一个局部极 

小值点 时，有 一 ，且当惫充分大时，算法中(1)式的 三 1． 

证明 由定理 2．3直接可得 一 ． 

f(x +d )一f(x )+( )rd +寺( ) 。f(x ) +0(IId ll。) 

≤厂( m’)+y[( )rd +告( ) B d ]+(1一y)[( ) d +专( ) Btd ] 
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+ ( ) [ 。f(x )一B ] +0(fId II。)． 

此时 ，由(A2) 

( ) + l (d ) B
t ≤一号lid II 2． (12) 

否则，( )rd +去( ) Btd 一0．则算法1．1在第k步终止．再由(A4)知，因为Pd =d ，有 

( )TBtd ===( )1’ f(x ) +o(IJ IJ )． (13) 

从而当k足够大时，利用(12)～(13) 

(1一 )[( )rd + ( )rB ]+ 1( )r[ z厂(zt)一B
kⅡ +。(1idtII z)< o． 

所以，厂( + )≤ 厂( )+y[( ) + ( )TBt ]．这就意味着当 足够大时， 三 1． 口 

定理 4．1的成立意味着当k充分大时，步长 ===1，那么收敛速率取决于d ．若 d 是拟牛顿步，由 

假设条件(A4)，则算法(1．1)所得序列 ( )超线性收敛于 ． 
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A Nonmonotone Trust Region Interior Algorithm 

for Linearly Constrained Optimization 

QIAN Chun—qing 

(Mathematics and Sciences Co llege．Shanghai Normal University，Shanghai 200234．China) 

Abstract：W e present a trust region interioralgorithm in association with nonmonotone line search technique for linearly 

constrained optimization．W e prove that，under suitable hypotheses，the proposed algorithm converges globallyt and ann— 

lyze the unit stepsize will be asymptotically accepted． 

Key words：trust region；nonmonotone line search；interior point 
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