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一类二阶非线性系统的有限时间状态
反馈镇定方法

李世华1 丁世宏1 田玉平1

摘 要 针对一类二阶非线性系统的有限时间状态反馈镇定问题进行

了讨论. 给出了三种基于连续状态反馈的全局有限时间状态反馈镇定方

法. 首先，利用非线性齐次系统性质，设计出一种状态反馈控制器，使得

闭环系统渐近稳定并且具有负的齐次度；其次，基于有限时间 Lyapunov

函数的反步构造法，给出了一种有限时间控制器；最后，利用非奇异终端

滑模控制技术，得到了一种使闭环系统有限时间收敛到平衡点的反馈镇

定控制器. 仿真结果表明了这些方法的有效性.
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Abstract The finite-time feedback stabilization problem of a

class of second-order nonlinear systems is discussed. Three kinds

of global finite-time feedback stabilization approaches based on

continuous state feedback are given. First, using homogeneous

properties of nonlinear homogeneous systems, a state feedback

controller is designed to guarantee that the closed loop system

is asymptotically stable and satisfies negative homogeneity. Sec-

ond, using backstepping constructive approach based on finite-

time Lyapunov function, a finite-time controller is developed.

Finally, using nonsingular terminal sliding mode technology, a

feedback stabilizing controller which can make the closed loop

system converge to equilibrium in finite time is given. Simu-

lation results are provided to demonstrate the effectiveness of

these approaches.

Key words Nonlinear systems, finite-time control, finite-time

stability, feedback stabilization

1 引言

在控制系统的性能指标中，收敛性能是很关键的一个指

标. 在绝大多数的控制设计方法得到的研究结果中，闭环系

统最快的收敛速度为指数形式. 此时闭环系统不可能在有限

时间收敛到平衡点. 从优化的角度来看，有限时间收敛的控

制方法是时间最优的控制方法. 所谓有限时间控制问题是指

能否在有限时间内将系统控制到平衡点. 研究表明，在系统

具有干扰和不确定情况下，有限时间收敛的系统往往具有更

好的性能[1] . 由此带来的一个问题是有限时间控制器的设计

和稳定性分析更为复杂.

关于有限时间控制器设计的方法可以划分为开环控制方

法、非连续反馈控制方法和连续反馈控制方法. 开环控制方

收稿日期 2005-9-21 收修改稿日期 2006-4-7
Received September 21, 2005; in revised form April 7, 2006
国家自然科学基金 (60504007, 60425308) 资助和东南大学优秀青年教师资助
Supported by National Natural Science Foundation of P. R. China

(60504007, 60425308) and the Excellent Young Teachers Program of
Southeast University.
1. 东南大学自动控制系 南京 210096
1. Department of Automatic Control, Southeast University, Nan-

jing 210096
DOI: 10.1360/aas-007-0101

法由于系统不存在反馈，缺乏抗干扰能力和鲁棒性，在实际

应用中局限很大. 而以 bang-bang控制为代表的非连续反馈

方法可以实现有限时间控制，但存在控制器不易实现，系统

易产生抖动等问题. 因此，采用连续状态反馈的有限时间控

制方法是很值得关注和研究的一类方法. 目前这方面代表性

的方法包括齐次系统方法[2,3] 、有限时间 Lyapunov函数的

反步构造法[4∼6]、终端滑模控制方法[7] 及其它方法[8] 等. 文

[2,3]揭示和建立了有限时间稳定性和自治的非线性齐次系统

之间的联系，给出了一般非线性齐次系统满足有限时间稳定

性的充要条件. 针对二阶双积分线性系统情况，文 [8]首先提

出了连续的有限时间控制器. 文 [1]在此基础上发展提出了

更为一般形式的有限时间控制器，并且利用 [2]关于有限时

间微分方程的 Lyapunov函数分析结果，给出了有限时间稳

定性证明. 文 [9]设计有限时间观测器解决了双积分系统的

有限时间输出镇定问题. 文 [10]针对非完整移动机器人系统

特点，给出了基于连续状态的有限时间跟踪控制解决方案.

本文的主要研究对象是一类二阶非线性系统，该系统可

看成是二阶线性系统的推广，又是 [4,6]中系统的二阶情况.

当然，最直接的方法是利用 [4,6]的方法来构造有限时间控制

器设计. 本文的不同之处在于: 首先，采用类似反步设计思想

的构造性设计方法时，有限时间 Lyapunov函数构造的不同

使得得到的控制器也各不相同. 本文单独针对二阶非线性系

统情况，通过构造不同的有限时间 Lyapunov函数，可以得

到二阶情况控制器的完整显式表达，控制器具有更简洁的形

式. 本文还给出了二阶系统的另外两种有限时间控制器构造

方法-齐次系统方法和非奇异终端滑模控制方法. 齐次系统方

法是设计控制器使得闭环系统渐近稳定且具有负的齐次度，

利用齐次系统有限时间稳定性定理可以证明其全局有限时间

稳定性，这样得到的控制器形式简单且具有比 [1]中更为一

般的结果. 利用非奇异终端滑模控制方法，本文得到了基于

终端滑模控制的连续且非奇异的有限时间控制器，使得系统

沿着连续到达律到达滑动面，并在有限时间内沿滑动面收敛

到原点. 最后给出了这三种有限时间控制器设计方法的比较

分析和仿真结果.

2 有限时间状态反馈控制器设计

本文研究对象为一类二阶非线性系统，可由下列微分方

程描述

ẋ1 = xm
2 , ẋ2 = u (1)

其中m为正奇数. 显然，当m = 1时，式 (1)为双积分线性

系统；我们的控制目标为: 设计三种不同的控制器，使得系统

(1)分别能在有限时间内收敛到原点. 在设计有限时间状态

反馈控制器之前，我们先给出一些相关的定义和引理. 考虑

如下非线性系统

ẋxx = f(xxx), f(0), xxx ∈ Rn (2)

其中 f(xxx)为连续的向量函数.

定义 1.[2] 系统 (2) 是有限时间稳定的是指系统满足

Lyapunov稳定性且有限时间收敛到平衡点.

引理 1.[5] 对任何实数 x, y，若有 c, d 为大于零的实

数，0 < q = q1/q2 < 1, 其中 q1, q2 为互质的正奇数,则有

下列不等式成立

|x|c|y|d ≤ c|x|c+d/(c + d) + d|y|c+d/(c + d), |xq − yq| ≤
21−q|x− y|q

c© 2007 by Acta Automatica Sinica. All rights reserved.
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引理 2.[5] 对任何实数 xi, i = 1, 2, · · · , n和 0 < b ≤ 1有

下列不等式成立

(|x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|)b ≤ |x1|b + |x2|b + · · ·+ |xn|b

2.1 基于齐次系统方法的反馈控制器设计

为了方便描述，令函数 sigαx = |x|αsign(x)，其中α > 0,

sign(x)为符号函数.

定理 1. 式 (1)系统可以被下列形式的状态反馈控制器

有限时间镇定

u = −k1sig
α1x1 − k2sig

α2x2 (3)

其中 k1, k2 > 0, 0 < α1 < 1/m, α2 = (m + 1)α1/(1 + α1).

证明. 1)渐近稳定性. 将控制律 (3)代入系统 (1)，得到

如下闭环系统方程

ẋ1 = xm
2 , ẋ2 = −k1sig

α1x1 − k2sig
α2x2 (4)

取 Lyapunov 函数为 V (x1, x2) = k1|x1|α1+1/(α1 + 1) +

|x2|m+1/(m + 1)，求导数得: V̇ = −k2|x2|m+α2 ≤ 0，显

然 V 函数非增，且存在有限极限，则状态 x1, x2 有界. 由定

理条件，则必有m + α2 ≥ 1，此时对 V̇ 求导可验证 V̈ 有界，

所以 V̇ 一致连续. 由 Barbalat引理知 V̇ 趋于零，则有 x2(t)

趋于零. 并且由式 (4)可知 ẋ1, ẋ2 有界，因此 x1, x2 一致连

续. 观察 x1x2 运动方程为

d(x1x2)/dt = k1|x1|α1+1 − k2x1sig
α2x2 − xm+1

2

令 g1(t) = k1|x1|α1+1, g2(t) = −k2x1sig
α2x2 − xm+1

2 , 则可

验证 ġ1(t)有界，g1(t)一致连续. 由 x2(t)趋于零知 g2(t)趋

于零. 由扩展的 Barbalat引理[11] 可知，有 g1(t)趋于零，则

必有 x1(t) 趋于零，所以闭环系统 (4)是渐近稳定的.

2)负的齐次度.可以验证，取 r1 = 1, r2 = (α1+1)/(m+

1)以及参数取值满足 0 < α1 < 1/m, α2 = (m + 1)α1/(1 +

α1)时，系统 (4)的齐次度为 k = (mα1 − 1)/(m + 1) < 0.

系统 (4)渐近稳定且有负齐次度，由齐次系统的有限时间稳

定性定理[2]，系统 (4)为全局有限时间稳定的. 定理得证. ¤
2.2 基于反步构造的有限时间反馈控制器设计

本文针对系统二阶系统的实际情况，受到 [5] 的启发，

利用反步构造法构造了一个与 [4∼6] 不同的有限时间 Lya-

punov函数，得到了一个显式表达式更为简洁的有限时间控

制器.

定理 2. 式 (1)系统可以被下列形式的状态反馈控制器

有限时间镇定

u = −l(xq
2 + αq/mx1)

1−τ
q (5)

其中 l ≥ (2− 1
q
)a1+q/m(21−1/q q

m+q
+ 21−m/qm

m+q
+ 22−(m+1)/q

a
+

l′), a = 21−m/q q
m+q

+ 21−1/q m
m+q

+ l′, l′ > 0, 0 < τ < 1,

q = m + τ , τ = τ1/τ2, τ1 为正偶数，τ2 为正奇数.

证明. 取 Lyapunov 函数 V1(x1) = x2
1/2, 求导可得

V̇1(x1) = (x1x
m
2 −x1x

∗m
2 )+x1x

∗m
2 , 令x∗m

2 = −axd−1
1 , 其中

a > 0, d = 1 + m/q. 则有 V̇1 = x1x
m
2 = (x1x

m
2 − x1x

∗m
2 )−

αxd
1. 故有

V̇1 = (x1x
m
2 −x1x

∗m
2 )−axd

1 ≤ −axd
1 + |x1x

m
2 −x1x

∗m
2 | (6)

取 Lyapunov 函 数 V2(x1, x2) = 1
2
x2

1 +
1

(2−1/q)a1+q/m

R x2
x∗2

(sq−x∗q
2 )2−1/qds，由文 [12]知: V2(x1, x2)

是一个可导的正定函数. 求导可得

V̇2 = V̇1 +
1

(2− 1/q)a1+q/m
ξ2−1/qu+

1

a
xm

2

Z x2

x∗2

(sq − x∗q
2 )1−1/qds (7)

其中ξ = xq
2 − x∗q

2 = xq
2 + aq/mx1，由式 (6)、(7)整理可知

V̇2 ≤ −axd
1 + |x1x

m
2 − x1x

∗m
2 |+ 1

(2− 1/q)a1+q/m
ξ2−1/qu+

1

a
|xm

2 |ξ1−1/q|x2 − x∗2| (8)

由引理 1可知

|x1x
m
2 − x1x

∗q
2 | ≤ 21−m/q|ξ|m/q|x1| ≤

21−m/q

„
qxd

1

m + q
+

mξd

m + q

«
(9)

又因为|xm
2 ||x2−x∗2| ≤ |xm

2 −x∗m
2 ||x2−x∗2|+ |x∗m

2 ||x2−x∗2|,
由引理 1知

|xm
2 − x∗m

2 ||x2 − x∗2| ≤ 22−(m+1)/qξ(m+1)/q,

|x∗m
2 ||x2 − x∗2| ≤ a21−1/q|ξ|1/q|x1|m/q (10)

由引理 1并整理式 (8)，(9)，(10)得

V̇2 ≤ −axd
1 + 21−m/q

„
qxd

1

m + q
+

mξd

m + q

«
+

1

(2− 1/q)a1+q/m
ξ2−1/qu +

1

a
22−(m+1)/qξd+

21−1/q

„
mxd

1

m + q
+

qξd

m + q

«
(11)

令 a = 21−m/q q
m+q

+ 21−1/q m
m+q

+ l′，并将控制律 (5)代入

式 (11)，则有 V̇2 ≤ −l′xd
1 − l′ξd. 又因为 V2(x1, x2) ≤ 1

2
x2

1 +
1

(2−1/q)a1+q/m |x2 − x∗2||ξ|2−1/q，由引理 1 知，V2(x1, x2) ≤
1
2
x2

1 + 21−1/q

(2−1/q)a1+q/m ξ2. 令 λ = max{1/2, 21−1/q/[(2 −
1/q)a1+q/m]}，则有V2(x1, x2) ≤ λx2

1+λξ2. 令α = l′/(2λη),

η = d/2，故有 0 < η < 1，由引理 2 知: V̇2 + αV η
2 ≤

−l′xd
1/2 − l′ξd/2 ≤ 0. 由有限时间 Lyapunov稳定性定理[2]

知，系统 (1)是全局有限时间稳定的. ¤
2.3 基于非奇异终端滑模控制方法的控制器

有限时间控制方法的一个重要的分支是终端滑动模态方

法[7,13,14]. 与通常的滑模设计方法不同的是终端滑动模态方

法采用特殊的非线性切换面－终端滑动模态，可以使得状态

沿着滑动模态在有限时间内到达平衡点. 本文在 [14]非奇异

终端滑模控制方法的基础上，提出了二阶系统的非奇异连续

滑模控制方法，能够避免一般滑模控制方法由于控制律的不

连续性导致的高频颤动.

定理 3. 系统 (1)可以被下列形式的状态反馈控制器有

限时间镇定

u = −lxl+m−mp
2 − γ(x1 + cxmp

2 )q (12)

其中l = 1/(cmp), p, q可以写成互质奇数相除的形式，1/m <

p < 2/m, 0 < q < 1, c > 0, γ > 0.
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图 1 状态响应曲线
Fig. 1 Response curves of states

证明. 1)先证系统可在有限时间内到达滑动面. 选取滑

动面方程为s = x1 + cẋp
1, 求导得

ṡ = xm
2 + cmpxmp−1

2 u (13)

将控制律 (12)代入 (13)得ṡ = −cmpγsqxmp−1
2 ，故有 sṡ =

−s1+qcmpγxmp−1
2 ，令 ρ(x2) = cmpγxmp−1

2 ，此时有 sṡ =

−s1+qρ(x2) < 0，x2 6= 0, 将式 (12) 代入式 (1) 得ẋ2 =

−lx1+m−mp
2 − γsq，当 x2 = 0时，有

ẋ2 = −γsq = −γxq
1 (14)

在满足 (14)的前提下，当 s > 0时，有 x1 > 0，故有

ẋ2 = −γxq
1 < 0 (15)

因为 ẋ2(t)是 x1(t)的连续函数，不妨设系统状态在 s > 0内

时与 x2 = 0 的交点为 (x′10, 0)，由式 (15) 及连续函数保号

性定理[15]知，存在一个正数 η 及一个包含点 (x′10) 的区域
Uη，使得在 Uη 上对一切元素有: ẋ2 ≤ −η成立. 同理，当系

统状态在 s < 0区域内时，有类似的结果. 由以上分析可知

U = {(x1, x2)|x2 = 0} 不是一个吸引域.

设系统初始状态为 (x10, x20) 在 s > 0内，此时不妨设

ρ(x20) > 0，则系统状态向滑动面转移，当转移到区域 Uη

内时，由式 ẋ2 ≤ −η 知，存在正数 δ，使得系统在 Uη 内从

x2 = δ转移到 x2 = −δ. 设系统在 t1 时刻到达 x2 = δ，在 t2
时刻到达 x2 = −δ，因为此时状态在 Uη 内，故有 ẋ2 ≤ −η

成立，所以有
R t2

t1
ẋ2dt ≤ R t2

t1
−ηdt ⇒ t2 − t1 ≤ 2δ/η，此

后有 |x2| ≥ δ 成立，此时系统满足sṡ ≤ −s1+qρ(δ) < 0. 故

系统可在某时刻 t3 到达滑动面. 当 ρ(x20) = 0 时，由于

U = {(x1, x2)|x2 = 0}不是一个吸引域，故系统状态必会在
有限时间内离开区域 U，此时又回到 ρ(x20) > 0情形; 当初

始状态在 s < 0内时，可得到类似的结果，此处略去. 因此系

统在有限时间内可到达滑动面.

2) 证明系统在有限时间沿滑动面收敛到原点. 由 s =

x1+cẋP
1 = 0，可求得方程解为 x

1−1/q
1 (t) = x

1−1/p
1 (t3)−(t−

t3)(1/c)1/p(p − 1)/p，即系统在 t4 = x
1−1/p
1 (t3)c

1/pp/(p −
1) + t3 时刻到达原点，定理证毕. ¤

3 仿真例子

在本节我们给出了系统 (1)分别在三种控制器作用下的

仿真结果. 考虑m = 3情况，初始值为 x1(0) = 1.5, x2(0) =

−2.5 时，控制律 (3) 选取参数为α1 = 0.2 < 1/3，α2 =

2/3，k1 = 5, k2 = 4, 此时闭环系统的响应曲线如图 1 所

图 2 状态响应曲线
Fig. 2 Response curves of states

图 3 状态响应曲线
Fig. 3 Response curves of states

示. 相同的状态初值下，对控制律 (5)选取参数为 τ = 2/5,

l′ = 1/8, 此时闭环系统的响应曲线如图 2所示. 针对控制律

(12)，选取参数为: p = 3/5, c = 1/2, q = 5/7, γ = 3. 此时

闭环系统的响应曲线如图 3所示.

4 结论

本文研究了一类二阶非线性系统的有限时间状态反馈

控制器设计问题，给出了三种基于连续状态反馈的有限时间

控制器的设计方法和控制器的显式表达式. 比较上述控制

器的设计方法可知, 当构造控制器使得闭环系统满足齐次情

况时，则只需证明系统的渐近稳定性，即可保证系统的有限

时间稳定性，且构造的有限时间控制器简单适用；基于有限

时间 Lyapunov函数的反步构造方法设计的控制器通用性较

好，但构造方法和增益的稳定范围确定较复杂；基于非奇异

的连续滑模控制方法的控制器具有响应平滑等优点，但缺乏

有限时间稳定性分析. 与一般控制设计方法相比，有限时间

控制方法具有更优的收敛性能，基于连续状态反馈的有限时

间控制方法是值得深入研究的一类方法.
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