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摘 要：Multiple Type—II截尾样表或称为带有缺失的定数截尾样本在实际中常会遇到， 

最近十多年来有关它的统计分析方法有了较多的研究结果，作者作了综述，并对进一步需 

要研 究的 问题提 出一 些看 法． 
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1 介 绍 

Mu[tiple Type—II截尾(或称为带有缺失的定数截尾或多重定截尾)样本，在实际中经常遇到． 

例如，在寿命试验中，由于机理或试验的困难．使有些样品的失效时间无法观察到．有许多情况是不 

知道某些样品的确切的失效时间，但知道它们在某两个观察值之问．Multiple Type II截尾是 Type 

II截尾的一种推广，其中双边定数截尾是其特殊情况．设 个产品进行寿命试验 ，仅观察到第r ． 
⋯

， 个失效产品的失效时间： 

t ≤ ≤ ⋯ ≤ t · (1．1) 

其中 1≤ <r < ⋯ < ≤ ，在它们之间失效的产品的确切失效时间未观察到，这种样本称为 

Multiple Type—II截尾样本 

20世纪 7O年代对 Multiple Type lI截尾样本的统计方法开始有了研究，主要用图估法和回归 

方 法。。 到 90年 代 以 后，研 究 成 果 有 了 较 陕的 发 展．BAI ASUBRAMAN1ANT 和 

BAI AKRISHNAN(1 992)给出了二参数指数分布的MLE，AMI，E和BI UE．FEI和 KONG(1 994) 

提 出了指数分布参数的区间估计和近似区间估计，FEI和 KONG(1 995)，BAI AKRISHNAN， 

GUPTA 和 PANCHAPAKESAN(1995)给出 了 WeibuI】和极值 分 布的 MI E，AMI E，BI UE和 

BI IE．KONG 和 FEI(1996)给 出了 MLE的渐进正态性的条件 ，这些 条件对 WeIbul【，Gamma， 

Logistic分布等都适用．赵培东(1 999)给出对数正态分布恒加试验的 AMI E的懈析表达式．SHEN 

和FEI(1 999)讨论了两个二参数指数分布位置参数有序约束的估计． 

2 指数分布 

2．1 单参数指数分布 

单参数指数分布的概率密度函数 
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分布函数 

厂“ = exp( 百t)
， ≥ 0． > [)_ 

F(f一目)=l exp(一寺)，f≥o． >。 
设数据(I．1)为来自指数分布(2．1)的Multiple Type—II样本，为简单起见．令 

一  
， · i— l，⋯ - ． 

2．1．1 最好线性无偏估计(BI uE)[ 

指数分布次序统计量的期望和协方差： 

(2 1) 

(2．2) 

(2．0) 

eli=E(t，／0)一E(X ／O)一 ∑ 1／h一5 ( — ． ) (2．4) 

和 一cov(t ／o，f ／ )= ∑ l／̂ 一s ( 一 ． )，i≤ ． (2．j) 
一 1 

容易得到 目的 BI UE的显式表示 ： 

在此 

去宴c 

一 1( — r，， 一 1)， C 

=一。 一 。， 

妾等 1，2 

0 的方差为： 

Var(O )一 6'2／K． 

2 L 2 极太似然估计 MI E和近似极大似然估计 AMI E 

基于 Multiple Type—II样本 的似然方程 ： 

+ 一 ～ ～  一 一 一  t习ie-'；,"o__ti_le 6-．i'a
； 。 

方程(2．8)可用数值方法得到日的极大似估计．用[2]的方法，利用 Tay1。r展开，得到： 

在此 

r
” 

a 一 一 
口 一 q，一 

一 + 寺+(1一 t百~-i 
吼+ (ql— q⋯ ) In(旦 ) 

q叶 】 

(2 G) 

(2．7) 

C 2．8) 

(2．9) 

： 堡 生 + ln 
一 (1— )lnq ． 

—  

上 1 一 ’ 一  

其中 ．一；『 ， = l A．将(2．9)代人(2．8)，得到关于目的近似似然方程，并得到目的AMI E 

+∑(r _．一 一1)[ ．+(1一 )f ]+ 一 ) 
⋯  

易知． 是 t 的线性函数，其方差可以用(2．5)得到 

2．2 二参数指数分布 

2．2 l BI UE 

二参数指数分布 

(2．10) 

y 

【  

一 

— 

r  
∑ 
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参数 ，0的BI UE为 

在此 

F(t； ． )一 1一 e ， ≥ ， > o 

K 一 

一  

∑ 

， 
— —  

rs' 

tH ) 

1- 一

1) 

1- 
一

1) 

b1一 K + g1g2， b．一 g】( +1一 肼)，i一 2，⋯ ，k一 1， b 一 lg ． 

．0 的方差和协方差为 

Var( 。)一 OX／K ， Var(0 )一 ／{K s 2(n— r1， ))， coy(s* ， 。)一一 l／ 

2 2．2 AM I E 

类似于单参数指数分布可以得到 ，0的 AMLE： 
～

1 

+( — ) +∑( +1一 一1)Ea,t．+(1一 ) l十 ]一( 一／"1十1)f 

k一∑(rH1 一1)7 

一  + In( ： _1) 
" 

2．3 区间估计 

FEI和 KONG(1 994)给出了指数分布参数的区间估计． 

2．3．1 单参数指数分布的区间估计 

(1)近似方法 1 

设 一2∑鲁． 

易知： 

肫一鼬一z壹
i 1)--

妻
r t一 

导 

由下列近似分布 

V 一 var(固 ) (矗十 1 i)0 

( 一 J 1) 

c ， ⋯  ～ 

可得到 0的 1一。区间估计，例如 0的1一n置信下限 

4 ∑ 
02一 

( ) 

(2．11) 

(2．1 2) 

(2．1 3) 

(2．14) 

(2．1 5) 

(2．1 6) 

(2．1 7) 

(2．1 8) 

(2．1 9) 

(2．20) 

(2)近似方法 2 

GABLER和 WOI FF(1987)证明下列结果 ： 

引理1设x ，⋯，x N(0，1)，d ，⋯，d 为正数，且∑d．一1，则X一∑d．x 的密度函数 
i= 1 ，一 1 

近似地为 

(  

∑ 一 

5 — 5  ∑ 

，

．

∑ 

。 
∑ 

4  
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( ) 
墨c矗 。 一 

‘壶 
利用指数分布次序统计量的性质，可将(2．16)的 定义为 

> 0 

砉I，一毒一I ⋯一 一 。。J 
其中 ¨． m是独立 N(0，1)变量，取M 

权和，权为： 

d．， 
2M (n一 7+ 1) 

(2．21) 

／2，则 是 St,If"iid~N(。，1)变量的平方的加 

i： 1，⋯ ，̂ ， — r卜．1+ 1，⋯ ， 

由引理1，可知 有近似概率密度函数 

∑ ∑ 
( )一 三 

蠹)1 

‘ 

(2．22) 

假设 一 为 的 1一n分位数，于是 口的 1一 。置信下限为 

∑ff 
0i一 _二 (2．23) 

(3)精确方法 

KAMPS(1 9 90)证明了下列结果 ： 

引理2 Z ，⋯，Z lid～exp(9)，Ⅱ1·⋯， 为n个不同的正数，则 一∑Z,／a，的分布函数为 

G 0)一1一(一1) II ∑n Ⅱ ( 一 )le ，t>0． (2．24) 

Q 一譬 
其中 lid～ exp(1)，J一 1，⋯，1，⋯，r2，⋯ ，定义 

由引理 2，Q 的分布函数为 

k+ 1一 

一 J+ 1 (2 25) 

(2 26) 

’÷ 

( )一1一(一I) Ⅱ∞∑n Ⅱ ( 一d _“{ ，f>0， (2．27) 
1 —1 1 

记 为G ( )的 1一 分位数，则 的 1一 置信下限为 

2．3．2 二参数指数分布的参数的区间估计 

(1)参数 的区间估计 

口 = L  (2
． 28 J 

∑ 

一 
∑ 

__ 一 

一 

L  
～ 

，  

(  

，
，

，  

，
，

，  

) )  

1  1  
+ 十 

J  

一 
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令 Q 一 一 ． 妲 z 

=。∑ 一吾[壹 c ]． ， 
由于 一t1 一⋯， —t 来自样本大小为 —t"1的exp(0)的第 一r ，⋯ r 的次序统 

计量，Q 与参数 ,el无关，用于单参数指数分布的三种方法得到 的区间估计． 

(2)参数 ,el的区间估计 

方法 1，近似F分布的方法． 

记 Q1 南 Iv ”∞ 击可， 
— z塞 ：毒一 ， 一 骞 一垂+ 等 ， 

一  ， 一 ， (2．1{Jj 

， 等’ ～，( )， 
得到位置参数 的区间估计，例如 的 1一n置信下限 

_，r． 一 ， [ ．．一 ．． ] 

方法 2，由引理 1·可导出Q ／2M 和Q州／2M¨的近似分布，进一步可获得它们的商的分布． 

定理 设x ”， y --． iid N(O，1)，。>0， 一1，⋯， ，dj>0，，一1，⋯．月2，且∑c 

—  

蚤 —1，当 一 r． ，y一 时，则z—x／Y的概率密度函数为 

一÷耋耋篙 ，参 一仉 ⋯ 
现在．令E一 鲁，由定理1，可得其概率密度并由此获得 的置信区间． 
方法 3，精确方法·由引理 2，我们定义 Q —Q]／2， = 

， ／2，设 z— Q ／Q ，则 z的分布 

十 " 珥 旱 罩 一 ～ ．1 I 而1I#-h I Ih - 一l 一rl+1 ■一1̂一r．+- =l， ≠ +1． ～ 。 
其中 = 一 +1， 一1，⋯ ， 一鲁 ， ≤ ≤ 一2，⋯， ．若 是G( )的1 

=  一  ∑ ． 

上面介绍的方法，涉及加权 变量之和的分布问题，方法 l是用中心 分布去近似 

二阶矩与加权 分布的一、二阶矩相等，方法 2的近似分布从理论上来说比方法 1要好一 

算复杂．方法 3给出精确解，但计算更为复杂． 

【2．36) 

使其一 ． 

些 ，但计 
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3 威布尔分布和极值分布 

设寿命了1为威布尔分布，其分布函数 

G(t，0，卢)一1一exp{ (丢) j， ≥0． (3．i) 

在此 0> 0， > 0分别为尺度和形状参数．令 —inT，则 服从极值分布 

F( ， ， )一 1一 exp{ 了 }．一 。。< T< 。。， (3 2) 

其中 =in 0， 一 1／ 分别为分布的位置和尺度参数． 

文献[73导出了 ，o-的BI UE和BI IE，从而导出相应的 ， 的估计和 的近似无偏估计 文献 

[7，8]导出了 ， 的近似无偏估计 ， 的显式表示及其渐近方差和协方差为： 

= B ～ c ． 

；一 {一 D+ 、 E)／2A． (3
． 4) 

Vat@)一 { )， ㈨ 5) 

va )一 ( ， 6 J 

c )一一鲁{ )． 7) 
其中A，B，C，D—E，m仅与 ， ，lnt．．． i=l，2，⋯． 及标准极值分布次序统计量的一、二阶矩有关． 

其表达式可见E7]． 

对于其他的一些分布，例如对数正态分布 AMI E和恒定应力加速寿命试验下的 AMI E．文 

[9]给出了有关参数估计的显式表示． 

4 Multiple定数截尾样本 MLE的极限定理 

对 于定 数截 尾 和双边定 数截 尾样 下的 MLE 的渐 近性 质可 见 HAI PERIN(1 952)． 

BHATTACHARYYA(1985)等文章 对于一般的Mukipy type II截尾样本的MI E的极限定理， 

FEI和 KONG(1 996)给出了MLE的一致性，渐近正态性和有效性的条件，具体条件见[i2]．这些 

条件对 Gamma分布，Weibull和二参数指数分布等都适用．文[9]验证了对数正态分布也满足定理 

的条件． 

5 两个指数分布位置参数有顺序约束的估计 

设 ～ exp(,ul，q)，密度 函数为 

l l⋯  r z 一 ,ai1 ＼ 

(̂ ，d1)一{ ex p{一— 一 ， >0 (5．1) 
【0， < L 

和 y～ exp( ， )，密度函数为 

：  

州 一 h 
> 。． 2) 

【0， < 。 

且 x与 y相互独立． 
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考虑位置参数 ， 有顺序约束情况下的估计问题，对完全样本和定数截尾样本下已有不少 

文献，例如JIN和PAI (1991)，PAI 和 KUSHARG(19 92)，沈亦可和费鹤良(i9 95)，汤银才(1995- 

1997)等．对于 Muhipile定数截尾样本，沈亦可和费鹤良(1999)用 Bayes方法和补充数据法给出位 

置参数有顺序约束的估计． 

设 ． ”．“ 为来自exp(／1 ， )的样本大小为 的Muhipie定数截尾样本 ll_，⋯， 为 

来自exp( ， )的样本大小为 的 Muhipie定数截尾样本 ，设 ≤ ． 

SINHA和GUTTMAN(197 6)对两参数指数分布提出一个退化的元信息先验分布： 

1 

g( ，o-．Vo)= ， > 0，0< < ẗ。． (5．3) 
o ” 

这里t 是第一个失效时间．对 -，o- 已知时，(／1 ， )先验分布为 

1 

g(／1I， )。。÷，c为某常数， (5．4) 

对于MultipleType—lI截尾样本，令 t—rain(x ， )，记先验信息#，因为 ≤ 2< ，0 

< <f，容易得到后验密度擘( ， 1。)和 ， 后验边际密度 ( 1 )和g ( l )，从而得到平 

方损失下的Bayes估计 EO, 1 )和E( 。l：)，表达式详见[18]．由于对 ， 的限制分别从 扩大 

到 扩大到 )，当 t 较大时，对 ， z估计的偏差会变得较大．WHITTEN 等人 

(1988)提出了一种补充数据法，这是一种将截尾样本补充成完全样本的一种迭代方法，我们将此法 

推广用于Multiple截尾样本进行缺失数据朴充，得到伪完全样本，在此基础上可以用完全样本的方 

法作有约束的估计． 
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Statistical M ethods for Multiple Type-I／Censoring 

FEI He—liang 

(College ot M athematical Sciences·St~xnghai Teachers Univer~ty 

Abstract：Multiply type—II censoring samples occur{requently in practice．In the past ten years，statistiea】methods 

have been studied by many researchers．We give an overview of the results about the staristioeal methods tot the 

multiple type—II censoring 

Key words：multiple type-H；exponential·Weibu[1 distribution；MLE；interval estimate 
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