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摘 要 ：通过高斯一约当消元法，对投小化的标准形式的线性规划问题，求得某十单位矩阵的 

基 对应的基本解 ，但此基率解既不是原始 问题的可行解．也不是 对偶问题的可行解 ，在此情 

形下作者给 出了直接求解某一类线性规划问题的扩充的单纯形法． 
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0 引 言 

对极小化的标准形式的线性规划问题 ，如果约束等式的系数矩阵中已含有一个单位矩 

阵，但此单位矩 阵的基所对应的基本解既不是可行解，也不是对偶可行解 ，通常的做法是在 

约束条件中再添加一个人工约束条件，得到原始同题的一个扩充问题，再求解该扩充同题 ， 

从而得到原问题的解．下面我们给出在此情形下直接求解某一类原始 问题的扩充的单纯形 

方法 ． 

本文仅对如下极小他的标准形式的线性规划问题 (1)进行论述． 

minz= C1 1+ C2 z+ ⋯ 一 C,jX 

Llzl+ 口】z 2+ ⋯ ． 一 l 

啦L t+ aZZX2+ ⋯ + 。 ”一 6z (1) 

l十 n 2 2⋯ ·+ 日 = b 

z ≥ 0 ( 一 1，2，⋯ ， ) 

minz= Ci 1+ c 2+ ⋯ + f ． 

一 d 1 l+ ⋯ + a1．oT 一 61 

2 + 2 一1 L+ ⋯ + 2n以 一 6 (2)
． 

丑 + +1 一J+ ⋯ + d = 占 

≥ 0( 一 1，2，⋯ ， ) 

定义 1 在线性规划的标准形式中，如果约束等式左边的系数矩阵中．含有一个单位矩 

阵(约束等式右端的常数项不必全大于等于零)刚称此线性规划为典则形式的线性规划． 

定义 2  ̂= —c 称为对应于基 B的变量 的检验数．其中 p 为变量 在约 
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柬等式中的系数列向量， ，为 在原始问题的目标函数中的系数· 

定义 3 对应于基 B所有变量的检验数 ( 一1，2，⋯， )都小于等于零 ，则此基 B对应 

的基本解称为正则解 ，此时基 B称为对偶可行基． 

1 主要结果 

若原始线性规划问题 已化为(2)的典则形式 ，为了简单起见．不妨设基变量为 ．(，一 l， 

2，⋯，m)，且典刚形式中的系数仍用 ％ 和 来表示． 

定理 l 在标准形式的线性规划问题(1)中．若某个 b，< 0而所有的 ，≥ 0(J一 1，2． 

⋯
．”)则该线性规划问题无可行解． 

证明 (反证法) 设该线性规划有可行解 一 ( ， ：，⋯． )≥ 0．代入标准形式的线 

性规划问题(1)中第t个等式∑ 一 ，其等式的左边∑ ≥0，这与 <0矛盾． 
J一 1 J一 

． 该线性规划问题投有可行解．类似地可 证得当 > 0，而所有的 n 时，该线性规划 

问题 也无可行解 ． 口 

定理 2 在典则形式的线性规划问题(2)对应的单纯形表中．若 b < o，而某一个非基 

变量 的系数 ‰ ≥ 0．刚以非基变量 代替任一基变量 ．( ∈ {1，2，⋯． ))．而其余的基 

变量不变，得到的新基 B必为不可行基． 

证明 情形 1 “ 一 0：刚以任一个不等于零的 Ⅱ ．P∈ (1．2，⋯，t一 1．t十 1，⋯ } 

为主元作旋转运算．所得到的新基 雷对应的基本解显然是不可行解． 

情形 2 > 0： 

(1)若以 为主元作旋转运算，得到新基 吾及对应的基本解 

^ 

一 ． {．⋯ ， ⋯ ． ． ⋯ ， ．O，⋯ ，0)．其 中 一 < 0， 
“  

．．．i不是可行解 ，固此新基 秀不是可行基． 

(2)若 一 0( ≠f)：刚以非基变量 代替基变量 ．其余的基变量不变，得到的这 

组变量，不构成基变量 ，因为矩阵 一 (，)『，P。．⋯，』 ．Ⅲ．， ．P ．⋯． )对应的行列式的值 

为零 ．所以 一 ( ， ，⋯，， ， ， ⋯ ⋯， )不构成一个基．当然 哥不是可行基． 

(3)若 d“≠0( ≠ )：则 “ 为主元作旋转运算，由非基变量4代替基变量 得到新 

基 哥及对应的基本解 一 (； ， “， ．， ， + 一，j一0⋯ ，O)， 

(a)若 一 0：‘．‘J2 一 < 0．．‘． 不是 可行解． 

L 

(b)若 岛< 0：(i)当 “> 0时 ’．’ 一 < 0．．‘．j不是可行解． 
u“  

^ 

( )当 > 0时 ’．‘ 一 b 一 < < 0，．’． 不是可行解． 
n 

^ 

(c)若 b > 0：(1)当 < 0时 ‘，‘； 一 6 一 ‰ < b < 0． ． 不是可行解 
u “ 

 ̂

(i1)当 ‰ < 0时 ‘．‘i = < 0， ，；不是可行解． 
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综上所述当 n ≠ 0时以 n 为主元作旋转运算 ，得到的新基 不是可行基· 口 

定理 3 在典则形式的线性规划问题(2)对应的单纯形表 中，对小于零的所有常数 b 

存在某个 ，都有 <。，设 慧{ <。，n <。}一 ， (笔l ≥。，n >。}= 
生

． 

d^‘ 

(1)若笔≤ 则以非基变量4代替基变量 (或。)得到的新基面必为可行基‘ 
(2)若 > 则以非基变量4 代替任一基变量 ≈ ∈ (1·2·⋯，m}'得到的新基 

必为不可行基． 

证明 (1) ≤ · 

情形 1 以n 为主元作旋转运算 ，从而 由非基变量 4 代替基变量 得到新基 面及相 

应的基本解 ；= ( ．，； ⋯，； ，0，⋯，0)． 

一  ≥ 0(‘ ≥ 0，Ⅱ > 0)． 

(a)若 < 。( ≠ 户)：由题设 n < 。，且 ≤ ≤ ≥ n ， 

一 b．一 Ⅱ ≥ 0． 

(b)若 ≥ 。( ≠ )：(i)设 > 。，·．‘ ≥ ．6．≥ ， 

． 一 一 4 ≥ 0． 

(ii)设 4 ≤ 。． = 一 日·≥ ≥ 。． 

情形 2 以 a 为主元作旋转运算，从而由非基变量 z 代替基变量 得到新基 雪及相 

应的基本解 = ( ．，．7C ⋯， ，⋯ ，o)． 

： ≥>0(’。。6，<0，4 <0)． 

(a)若 <。( ≠r)：由题设n <。，妻≤笔，岛≥笔n ， 
．．． ．= 一 ‰ ≥ 。． ∈ {1，2，⋯，r一 1，r+ 1，⋯ ．m}． 

(b)若 ≥ 0( ≠ r)： 

(i)设 > 。， ’ ≥ ≥ ≥ n ， 

．

‘

． x ，= 一 ＆ ≥ 0． 

(ii)设4 ≤0， ：b．一-34 ≥ ≥0(‘．‘6 <0，art<o)． 

综台上述两种情形 ；= (ij ， ，⋯， ，0，⋯，o)是可行解 ，故新基 为可行基． 

证明 (2) > 一 
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若 ‰ ≠ 0贝n以非基变量以 代替任一基变量 ，t∈ (1，2，⋯，m)可得到新基 雷一此时以 

“ 为主元作旋转运算可得到相应的解 

i ==(； ， ，⋯ ，； ⋯  ， +l，⋯ ， ，⋯0 一”，O)， 

(a)若 ，： 此时以 为主元作旋转运算 > ， > o，- < ，因此 

一 b 一 口Ⅳ< 0，故 2r不是可行解 ， 不是可行基． 

(b)若 一 ：此时 为主元作旋转运算t’．‘ ≥ ，“ < 。．··． < mn 因此 

一  一  < 。．故 ；不是可行解， 不是可行基． 

(c)若 ≠ 0 且 ≠ ， 

(i)设 < 。：由题设 < 。 ‘ < ，Ⅱ， < 。， ． < ，NNx，一 6，～ n 

< 0，故 ；不是可行解，11不是可行基． 

(ii)设 6r>。：① “ > o：‘ > ， > 。， ． < ，因此 = 一 < 

0，故 不是可行解， 不是可行基． 

② n < 0 ； = < 0，故 不是可行解 ，面不是可行基． 

(iii)设 6 一 0： 一 一 口 一 6 < 0，故 ；不是可行解 ， 不是可行基． 
Ⅱ ’ 

综上所述 ，若 ≥ ，则以非基变量 t代替任一基变量 ‘ 得到的新基 雷必为不可 

行基． 口 

推论 l 在典则形式的线性规划问题(2)中，若所有的常数 b 都小于零，且都有d <0( 

= l，2，⋯ t )，设
。

m  

一

ax【 6-<0， <0}= ，则以非基变量 代替基变量 ，得到的新 
基 雷必为可行基． 

推论 2 在典则形式的线性规划问题 (2)中，若所有的常数 鱼≥ 0( 一 1，2，⋯．m)，设 

m i n 
l 

b ~

J ≥。，％>。}一 ，则以非基变量 代替基变量 得到的新基 必为可 
行 基． 

2 应用举例 

例 I 求解下列线性规划 

rninz ,17 L一 2x。 

3 L一 z≥ 3 

I+ _z ≤ 4 

1～ _z2≤ 3 

， t ≥ 0． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


22 上海师范太学学报(自然科学履) 2000年 

·

- <ol_ 一三{一 ， 

．

m in
、( ~ >。， >。}=min{ ， )一min{}，旱}一。，而 <。， 

· 由定理 3可知第一次迭代应将非基变量 代替基变量 如(或 屯)，在此以日。。一一 3为主 

元作旋转运算·第二次迭代就是单纯形迭代 ，以 =4／3为主元作旋转运算．具体迭代过程 

见表 1 

由表 1最后的单纯形表可知最优解为 。= 7／4， 一 9／4．最优值 z =一 11／4． 

倒 2 求解下列线性规划： 

mm z 5U1一 。丁2+ j 

3xl 3x2一 3≥ 15 

】 + 一 2 3≤ 9 

≥ 0( 一 1，2，3)． 

解 先化为典则形式的线性规划 

m m z 一 。丁】 士 。丁3 

』 ， 

一 3_丁L+ 3_丁2+ + ‘= 一 1 5 

一  一  

2— 2x3+ 5一 一 9 
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． 一 3 3 1 l 0 

B — l‘ 】 2 0 】 

． 一 l l — l 0 0 {】 

·

．‘ <。)：⋯{ ，三{) 
． 由推论 1可知第一次迭代应将非基变量 z 代替基变量 z ，即以 ：。一一 1为主元作旋转 

运算可得到一个基本可行解．第二次迭代就是单纯形迭代，以 。：一 6为主元作旋转运算． 

具体迭代过程见表 2． 

由表 2最后的单纯形表可知最优解为 一 7，j- 一 2． = 0，最优值为 z = 5． 
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A Note On the Sim plex M ethod 

LU Zong—yuan 

(College of M athematical Sciences，Shanghai Teachers University，Shanghai 200234
， China) 

Abstract：Presents an expanded simplex method of directly solving a linear programming problem to which 

the basic solution is neither a feasible solution to the primal problem nor a leasibte sDlution tD the dual 

problem． 

Key words：linear problem ；simplex method }expanded simplex method 
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