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两类熵密度规划的对偶规划和最优性条件 

张乐瑛，朱德通 
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摘 要：基于广义的 Fenchel对偶定理及其相应的Kuhn—Tucker条件，给出了带有二次约束和 

熵密度约束的二次规划问题和熵密度问题的对偶规划，强对偶定理以及 Kuhn—Tucker条件． 
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1 介 绍 

在【l】中，朱德通使用导出的广义 Fenchel定理，推导了一类仅带二次约束的熵密度规划和 Kuhn— 

Tucker条件．最近，更一般的带有二次约束和熵密度约束的两类熵密度规划和二次规划在许多领域中 

有着新的应用，特别是在经济、金融领域，所以引起了关注．其中一类是带二次约束和熵密度约束的二 

次规划问题，称之为问题 rQ 

(Q) min Qn(z)： -zlHnz+h z+cn (1．1) 

s t P／z) r ≤o， ．『= -．，z r1·2 

Qir = z+ z+c ≤0， i=1，⋯，r r1．3 

z=rzl，．．．，z ≥O r1．4 

这里 I-I,r =0⋯ ．，rJ是对称半正定的 凡矩阵，列向量 hi，z∈ ，Cir =0，l⋯ ．，rJ和 ≥0 r =1⋯， 

n；j=l⋯ ．，fJ均为实数，并且规定 0×In 0=0，这样问题 rQ 在 z≥0是定义明确的．e是 自然对数的 

基，其目的只是为了简便其对偶的表示形式． 

另一类是带熵信息和二次约束的最小区别信息量问题(简称 MDI问题)，记为问题 rPJ 

(P)min Pn(z)= In(})。 (1．5) 

s t P／z)=
k
主
=l 

lnr 7．k ≤。
， ．『=l，．．．，z f1．6 

Qir = z z+ +c ≤o， =1，⋯， r1．7 

z=f，zl，⋯，z ≥0． 
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这两类问题在许多领域都有着广泛地应用，特别是它们的性质 、求解技巧性有着重要的应用背景，由于 

其规划特殊性，其对偶形式求解显得十分重要，许多方法的推导需要的技巧性都很强，而且不容易用显 

式表示其对偶，本文使用凸分析的知识以及广义 Fenchel对偶定理⋯来导 出两类问题的对偶规划，强对 

偶定理 以及相应的 Kuhn—Tucker条件． 

2 两类问题的对偶 

在此节中，先引人[1】中朱德通推导的广义 Fenchel对偶定理及其相关推论： 

定理 2．1 设，是 上的正常凸函数，g =1一 ．，rJ是 =1⋯ ．，rJ上的正常凹函数，且Aj 

= 1⋯ ．， 是 “ 一 =1，⋯， 的线性变换．定义双函数 

(Fu)(x)= x)一 、一gi(A +ui) x∈I多 ， u∈I多 
J 1 

其中u=ru。⋯．，u， ， ∈ ，j==1⋯．，r，m=∑r,b，则F是关于u的正常凹函数，；gf和 
= 1⋯ ．， 是闭的，那么 F也是闭的，与 F相应的凸规划(Q)最优值为 

in f[f(x)一 gi( }：inf(F0) 

且(Q)是闭相容的当且仅当存在 ∈ri(domf)有 A产 ∈ri(dora g， ．．『=1⋯ ．，r．F的伴随函数是 

rF’ ’ ru =∑ r ’ 一厂’r +∑ ’ V u’E ， V ’∈ 
J ‘ J J 

和F’相对应的对偶问题 rQ’ 的最优值为s
．

u
．p／∑ ’r ’ 一厂’r∑Aj’ ’ ，=sup(F’o ，其中u’= 

ru ⋯ ．，u ．并且 rQ’ 是强相容的当且仅当存在 ’=ru ⋯ ．，u，． 满足 ’E ri(dom g，’ ， =l， 

⋯ ，r，有∑ ’ ’∈ri(domf’ ． 
J 1 

进一 步，当下 列条 件之一 成立时 。 

(a)存在 E ri(domf)有 ∈r毋 =1⋯ ．， 或者 

(b)存在 u’=ru ⋯ ．， ，满足 tS"∈ri(dom =1，⋯， 有 

r r r 

i —

j
∑
=l 

r ，=s
。

u
，

r,[
，=1E g’r ’ 一厂’r荟 ’ ’ ，·并且当(b)成立时，有上确界在u 点达到； 

当(a)成立有下确界在 点达到． 

先将问题 rQJ作适当变形以便运用上述定理，由于矩阵H 半正定 ri=1⋯ ．， ，则可表示为H = 

A 的形式，其中A 为行满秩的m ×n矩阵，m =rank(A ．那么二次约束即可写成 

Qf ．=I T̂~fT̂A + f̂(Ar~Af A +cf≤0， i=I，⋯，r． r2．1 J 

这里的 rA 为 A 的广义逆．从而，问题r 转化为更易于求解的形式： 

(PQ)min Qo= H z+磅z+co 

st RJ ．1nf -1，2⋯ ” f2．2， 

R．r ．) =．=1 II 
．
II 2+6 。+c．≤0， =2+1，⋯，1+r r2．3) 

。 =r 。1，⋯， 。 J r≥0， =1⋯ ．，Z，⋯，Z+ 

有 
都 

、，  

厂  
m 

0 
d  

．n 

∈ 

，

∑  
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其 中 。=B。z，用 

4 

这里，̂是n维空间的单位矩阵，6二 d=ef rA A J A,L ， rs=z+1⋯．，z+rj，即 

。
J ⋯ ．， ⋯ ．， ，J J = ，A ．，Ar)rz； r2．5J 

记集合 d=d， I R
，r ，J≤oI， s=1⋯ ．，Z⋯ ．，Z+ 则集合 的指示函数为 

6r ，I'r J={0+∞ ∈ s=l，⋯，f，⋯，z+ r2·6J 
令f(zJ=Q。rzJ， r J=一6r I J s=1⋯ ．，Z⋯ ．，Z+r 那么，由定理 2．1问题 rQJ转化为 

in
．

f{Q。rzJ+∑a(8。z I J，=in，f{f(z)一∑g。 z)1． r2．7J 

显然 Q。zJ是正常凸函数，而 r J是iE常凹函数，那么由广义的Fenchel对偶定理，则(2．7)的对偶形 

式为 s
．

u
．
p{∑gI．r I．J一厂r∑BI． I．J 现分别求g。，厂的对偶，由共轭函数的定义有 

g：(。c：)=(一6)’(。c：＼nI)=一8’(一x：＼n1)， s：1，⋯。t。⋯。t+T： (2．8) 

对s来分情况讨论：当s=l⋯√时，令 ~gs k)d=ef lnr轰 ，则 r J=荟 ， 。lnr J d=d 
∑r r J 因为~gs kr．j}=1⋯．，nJ是单变量，依据共轭函数定义，有 

RI．r I．J r J ， 

由微分法求极值计算r r J=d ·exp， ，．从而RI．r I．J=∑d。 ·exp， ，d=d ·exp／x*,]．为简 

便起见，这里使用 exp{x*I表示向量 e一⋯ ．，e J ， =rd ⋯，d， J 则 

I J 。
k
∑
=l 

d,~exp， ，d,rexp， s-l，2⋯ √ f2．9 

而 当s=z+1⋯ ．，z+r时，R。 J=下1 II II +6 +c
。，
由[11可知RI．r I．J=下1 II 1．一b

。 II 一c 

以及6 r— I．。 J 膘 1 A。II }一6。II 一AIc|，， s= + ⋯·，z+r．现将s∑=l g1．r I．J分成 

∑gI．r I．J和 ∑gI．r I．J两类，可得 

g：(x：)= 一8’(一x：I nI)+ 一8’(一Xs*I nI)= 

一  

- ． ,

arexpt- X' 

， l Î

in f
。

{ 1
。II} 。II -A| 

令 tJ，= I．，s=1，⋯，z，II, l= I．，s=z+1，⋯，z+ 贝0有 

j
∑
=l 

gI．r I．J=一 in f ／j,．drexp， 一 inf， II --Ui一6t II 一A ， 

再令 一l￡『l：_Ui+b 
， i：1⋯ ．，r 即 u ：一A rl￡『 +6fJ， ：1一 ．， 那么 

^ 

l+r 1 
． ． 

r 

gI．r I．J=一 exp 一 inf
。

{1 A 
— X,cd· 

r2．10) 

r2．1 tJ 

r2．12) 
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对于 r ，可令pr = 风 ，gr = +c。．据[2】中定理 12．3，可得 

p· z·l： 
1{zj)TH 若 z 

∈ L 

【+∞ 否则 

其中L为风 的零空间的正交补，肼 为风 的广义逆．另外，由[1】中(3．9)式可知 

g r ={： ’ 。 L+∞ — l 
从而由[2】中的定理16．4，可得qo"r =÷r 一h。 肼r 一h。 —c。．因为B，是实数矩阵，那么 |． 

=  ， 由(2．4)式类似于(2．12)的变量代换 ，可得 

r∑t。+∑A =Q r∑ 一∑A A r +6i = 
』。1 ●。1 』。1 ● 1 

． 
1 r l r 

1 r∑t。一∑x,ar(w +6 一 。 r∑ 一∑AiA r +6 一 。 —c。 
l+r l+ 

由(2．16)和(2．17)，问题 rQ 的对偶形式su
．p(∑g1．r —f r∑ 1． 1． ，可推得 

l r l 

rDQ sup(∑ r +∑gi*r — r∑ +∑A = 
．  

1 ．． ， 

s u p 。{ r一心 exp， + r一寺Ai +Aicl 一 
l r l 

1∑ 一∑A +6 — 肼r∑ 一∑A +6 一 。 +c。}． 

基于问题 r Q)的对偶推导，类似地，将问题 rP)可转化为： 

r2．13) 

r2．14) 

rPPJ min P。=
k
主
=l ln乏． 15J 

s t = 客 ．1n s=1，2，⋯ (2．16 
R f J=—；1 II II +6 +c

， ≤0， s=z+1，⋯，￡+r r2．17J 

=r l】，⋯， 聃 r≥0， s=1，⋯，Z，⋯，Z+r 

其他的条件同问题 (eq 一样，只因目标函数不同，故只要对目标函数进行推导即可．比较问题(PQ)， 

令 =Por ，g r =一 ，I现 s=1，2⋯．，z⋯ ．，z+r，那么带约束的问题 rPJ转化为求解 
l+r l+ 

in qP。r + ， I现 =in f{f(z)一∑g，r 显然此问题满足定理2．1的条件，则其对偶为 
l+r “ 

， g1．r |． —f r IVC))．从(2．11)，并由rDQ 中的变量代换，可得 

l r l 

P r∑吩+∑A = exp，∑ 一∑XX,(w +6 ． r2．18 

联合(2．12)和(2．18)，问题 rPJ的对偶为 
，  

l r l r 
．  

rDPJ sup{∑ r +∑g， 一 r∑ +∑A }= 。
J 01 i=1 ，=1 ‘=1 

s up 。{ r一竹 exp， + r2．19) 
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∑r一 —Â 一~expf∑ 一∑MAri(w +6 ，} 
i=1 厶 =1 i=1 

从上可见，利用广义的 Fenchel对偶定理能较简单、快速地导出问题 rPJ和 r QJ的对偶形式且对偶形式 

只含有变量的非负约束，以后遇到类似的问题可以考虑用此种方法来解决． 

3 强对偶定理及 Kuhn．Tucker条件 

基于广义的 Fenchel对偶定理及其相关定理，本节推出这两类问题的广义 Kuhn—Tucker条件和无对 

偶间隙的强对偶定理．设 。为问题 rQJ的最优值， 。为其对偶问题(DQ)的上确界；设 ：为问题 rPJ 

的最优值， ：为其对偶问题(DP)的上确界． 

定理 3．1 (强对偶定理)若问题 rQ 可行，则 。= 。，因而不存在对偶间隙(证明见[2】)． 

定理 3．2 (强对偶定理)若问题 rPJ可行，则 ：= ：，因而不存在对偶间隙(证明见[2】)． 

定理 3．3 假设 问题 rQ 有一个 z≥0的可行解，那么问题 r QJ的基于广义 Fenchel对偶定理的广 

义 Kuhn．Tucker条件为常义下的 Kuhn—Tucker条件． 

证明 由[3】中引理 3，在最优解2处，Q。rz 是可导的，又据[1】中定理2．2的(2．8)式，则存在岔i，移， 

，使得 ∑ +∑Aria ∈a 2J，使用导数分量的表示形式有 

r风2+ 一r∑ +∑ANi ，=0，s=1，2⋯．，n r3．1 

至于[1】中定理 2．2的(2．8)式的另外一个表达式，由 ’可导，则从上节的变量代换，得 

a gj’r =一V ’r— I ，_『=1，⋯，f a gi’rni =一V ’r一 ‘I以 ，i=1，⋯， 

由(2．15)知 

’r— 。 in f
。
心 。 ‘exp， ，_『=l，2⋯ ．，2 f3_2 

’r一 =朦， 一Aic 江 l，2⋯．，r； f3_3 
据[3】中定理 2．2的(2．8)式的 露∈a gj’r ’ 即存在 nj’，天；’使得 

n 

Ai2=一r +bi ，i=1⋯ ．， r3．4 
^ t 

2：(d ．exp{ }，．．．．d exp{ j：1⋯．．t： (3．5l 2=(dJ、‘ }⋯．。din‘ ÷ })l。j= ⋯．。k (3．5) 
i i 

将(3．2)代人到(3．1)中，得到 
l r 

r风2+ho ．+∑ lnr +∑ (AriA 2+ =0． 

由 6 = r ’ ，贝 
l 

r风2+ho ．+∑ lnr +∑ (I-1 2+ =0，s=1⋯棚 r3．6 

令 

ll_ c = _l，⋯， f3．7 

8i( l 皂 exp{ }；j：1⋯．．k ( l 8i )=以∑dlk ÷}；i：一．。t； (3．8) 
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因为(3．3)是极值形式，则对(3．7)用微分法求其极值有 i彷 。一 c +彷 岔i=0，将 岔i=一 ir彷i+ 

bl ，b =  ̂fArAi A 代人可得仿 =一天 仿 一|：cî 。将此式和(3。4)式代人上式微分求极值中整 

理，可得 ir÷2 2+̂ +Ci =0．i=1⋯．，r，即互补松弛性条件成立， 

。Q。r =0． i=1⋯ ．，r． r3．9 

又由(3．2)式是极值形式，则对(3．8)用微分法求其极值可得： 

． ． p， +r主 ． p， ：0． r3．10) 
k=1 i k=1 i 

将(3·5)代人整理，可得 。 r n o·则互补松弛性条件成立， 

；P；(2)=0． (3．1、) 

由(3．6)，(3．9)以及(3．11)式，可以清楚地看到问题 r 基于广义的 Fenchel对偶定理的 Kuhn—Tucker 

条件与【3】中常用的 Kuhn—Tucker条件是一致的． 口 

定理3．4 假设问题 r 有一个 z≥0的可行解，那么问题 r 的基于广义 Fenchel对偶定理 的Ku— 

hn—Tucker条件为常义下的 Kuhn—Tucker条件． 

证明 类似于定理 3．3的证明，可得 
l 

In + hr + (Hfi+hi ，=0，s=1⋯ ·，几 r3·12) 

由于问题 r 与问题 rQ 仅是目标 函数不同，那么通过(3．12)，(3．9)和(3．11)式，可清楚地看到问题 

r 基于广义的Fenchel对偶定理的 Kuhn-Tucker条件与【3】中常用的Kuhn-Tucker条件是一致的． 

口 
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Duality Theory of Two Classes of Entropy 

of Density Entropy Programm ings 

ZHANG Le—ying，ZHU De—tong 

(Colloge of Mathematics and Sciences，Shanghai Teachers University，Shanghai 200234，China) 

Abstract：Consider the quadratic program problem and the entropy of the density problem with a set of quadratical inequality con
-  

straints and entropy inequality constraints of the density．Th e dual programmings of the two problems are derived by employing 

generalized Fenchel’ duality theorem and the knowledge of convex analysis
． Furtherm ore，the duality theorems and telated Ku． 

hn。Tucker conditions for the two pairs of the dual programs are also established through the duality theory
．  

Key words：generalized Fenchel’s duality theorem；Kuhn·Tucker condition；density entropy problem 
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