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摘　要: 证明了抽象距离空间中映射的几个公共不动点定理, 并给出了一些随机不动点定理,

改进和推广了[1～ 10 ]的主要结果Λ
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本文首先给出了抽象G2值距离空间中映射对的几个公共不动点定理, 其次将所得的某

些结果随机化, 建立了随机映射对的几个公共不动点定理, 使[ 1- 10 ]的一些重要结果得以

改进, 并推广到映射对Λ

1　G2值距离空间中映射对的公共不动点问题

总设 (X , d ) 为 G2 值距离空间, d 为 G2 距离, (G , ≤) 为满足条件 (G 1) - (G 5 ) 的半序

集[ 1 ] , 特别地, 当G = [ 0, ∞) , 为小于等于时, (X , d ) 即为通常的距离空间, 有关的记号与[ 1 ]

同Ζ
设 S , T : X →X ,m , n∈I (非负整数集) , n≥m , x , y∈X , 记

O S T = (x ,m , ∞) = {S
i
T

j
x : m ≤i, j < ∞}

O S T = (x , y ,m , ∞) = O S T (x ,m , ∞)∪O S T (y ,m , ∞)

O S T = (x ,m , n) = {S
i
T

j
x : m ≤i, j< n}

O S T = (x , y ,m , n) = O S T (x ,m , n)∪O S T (y ,m , n)

对任意可数子集A < X , 若∆[A ] = sup { d ( x , y ) : x , y ∈A }存在 , 则称∆[A ]为A 的

G2直径Λ
定义　设 5 为G 到G 的非减、右连续映射, 满足:

(5 )　对每一 Α∈G , 方程U = Α+ 5 (U ) 有最大解U (Α) , 且 5 (Η) = Η, 则称 5 为压缩尺度



映射.

引理 1[ 2 ]　设 5 为压缩尺度映射, U (Α) 为方程U = Α+ 5 (U ) 的最大解, 则对 V ∈G ,

V ≤Α+ 5 (V )蕴含V ≤U (Α).

定理 1　设 S 和 T 是完备G2值距离空间 (X , d ) 的交换自映射 (S 和 T 不必连续) , 5 为

压缩尺度映射, 如果对任意 x ∈X , ∆[O S T (x , 0, ∞) ]均存在, 且对任意 x , y∈X 有

d (S x , T y ) ≤ 5 (∆[O S T (x , y , 0, ∞) ]) , (1)

则序列{S
n
T

n
x }∞

n= 0收敛于 S 和 T 的唯一公共不动点.

证明　显然, 由G 满足条件 (G 3) [ 1 ]知 ∆[O S T (x , y , 0, ∞) ]存在

( i)先证明, 当式 (1)满足时, 有

∆[O S T (x , y , 1, ∞) ] ≤ 5 (∆[O S T (x , y , 0, ∞) ]) Ζ (2)

　　对任意自然数 i, j , k, l, 记 xδ= S
i- 1

T
j
x , yδ= S

k
T

l- 1
y , 由式 (1)得

d (S iT jx , S kT ly ) = d (S xδ, T yδ) ≤ 5 (∆[O S T (xδ, yδ, 0, ∞) ]) =

5 (∆[O S T (S i- 1T j x , 0, ∞) ∪O S T (S kT l- 1y , 0, ∞) ]) ≤ 5 (∆[O S T (x , y , 0, ∞) ])

　　类似以上证明, 有

d (S iT j x , S kT lx ) ≤ 5 (∆[O S T (x , 0, ∞) ]) ≤ 5 (∆[O S T (x , y , 0, ∞) ])

d (S iT jy , S kT ly ) ≤ 5 (∆[O S T (x , y , 0, ∞) ])

　　综上所证, 即得式 (2).

( ii) 由G2值距离 d 满足三角不等式可推得

∆ [O S T (x , y , 0, ∞) ]≤∆[ {S
i
T

j
x , S

i
T

j
y : 0≤ i≤1, 0≤ j < ∞或 0≤ i< ∞, 0≤ j ≤1} ]

+ ∆[O S T (x , y , 1, ∞) ], 由于 ∆[O S T (x , y , 0, ∞) ] 存在, 则 Α= ∆[ {S
i
T

j
x , S

i
T

j
y : 0≤i≤1,

0≤j < ∞或0≤i< ∞, 0≤j≤1} ]也存在, 由上式及式 (2)得

∆[O S T (x , y , 0, ∞) ]≤Α+ 5 (∆[O S T (x , y , 0, ∞) ]

设U (Α)是方程U = Α+ 5 (U )的最大解, 由上式及引理 1 得

∆[O S T (x , y , 0, ∞) ] ≤U (Α) =
d ef

U 0Ζ (3)

记 x n= S
n
T

n
x , y n= S

n
T

n
y , n∈I (非负整数集) , 由式 (2)、(3)及 5 的非减性有

∆[O S T (x , y , 1, ∞) ]≤5 (∆[O S T (x , y , 0, ∞) ])≤5 (U 0) =
def

U 1

再由归纳法可得, 对一切 n∈I

∆[O S T (x , y , n + 1, ∞) ] = ∆[O S T (x n, y n, 1, ∞) ] ≤

5 (∆[O S T (x n, y n, 0, ∞) ]) = 5 (∆[O S T (x , y , n, ∞) ]) ≤

5 (U n) =
d ef

U n+ 1Ζ (4)

由于

U 1 = 5 (U 0) ≤ 5 (U (Α) ) + Α= U 0,

U 2 = 5 (U 1) ≤ 5 (U 0) = U I ,

⋯⋯
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U n+ 1 = 5 (U n) ≤ 5 (U n- 1) = U n　　n ∈ I , (5)

因而{U n}∞
n= 0是G 的非增序列, 由G 满足条件 (G 5) , lim

n→∞
U n = U

3 ∈G , 由 5 的右连续性, 在式

( 5) 中令 n→∞推得U
3 = 5 (U 3 ). 再由条件 (5 ) 及引理 1 得到U

3 = Η, 因此 lim
n→∞

U n = Η, 由式

(4)即有

lim
n→∞

∆[O S T (x , y , n, ∞) ] = ΗΖ

　　 ( iii) 上式说明, 对任意 x ∈X , O S T (x , 0, ∞) 中迭代指数都趋于无穷的一切子序列都是

Cauchy 序列且收敛于同一极限 x
3 ∈X . 特别地, 序列{S

n
T

n
x }∞

n= 0收敛于 x
3 Ζ

( iv) 证明 x
3 是 S 和 T 的唯一公共不动点. 对任意 i, j , k, l∈I 由 S 和 T 的可交换性、式

(1)及三角不等式有

d (x 3 , S iT j + 1x 3 ) ≤ d (x 3 , S n+ 1T nx ) + d (S n+ 1T nx , S iT j+ 1x 3 ) ≤

d (x 3 , S n+ 1T nx ) + 5 (∆[O S T (S nT nx , S iT j x 3 , 0, ∞) ]) ≤

d (x 3 , S n+ 1T nx ) + 5 (∆[O S T (S nT nx , x 3 , 0, ∞) ]) ,

在上式右端令 n→∞, 由 ( iii)及 5 的右连续性即有

d (x 3 , S iT j + 1x 3 ) ≤ 5 (∆[O S T (x 3 , 0, ∞) ]) Ζ

同理, 有 d (x
3 , S

k+ 1
T

l
x

3 )≤5 (∆[O S T (x
3 , 0, ∞) ])

d (S i+ 1
T

j
x

3 , S
k
T

l+ 1
x

3 )≤5 (∆[O S T (x
3 , 0, ∞) ]) Ζ

综上所得, 即

∆[O S T (x 3 , 0, ∞) ] ≤ 5 (∆[O S T (x 3 , 0, ∞) ]) ,

由条件 (5 )及引理 1 得到 ∆[O S T (x
3 , 0, ∞) ]= Η, 于是 S x

3 = x
3 = T x

3 Ζ 唯一性由式 (1)直接

推出Ζ
定理 2　设 S 和 T 是完备 G2值距离空间 (X , d ) 的交换自映射, r∈N (自然数集) , 5 为

压缩尺度映射, 若对任意 x , y∈X , 有

d (S x , T y ) ≤ 5 (∆[O S T (x , y , 0, r) ]) , (6)

则 S 和 T 有唯一公共不动点Ζ
证明　类似定理 1 的证明Ζ
推论 1　设 S 和 T 是完备G2值距离空间 (X , d )的自映射, 5 为压缩尺度映射, 若对任意

x , y∈X , 有

d (S x , T y ) ≤ 5 (sup {d (x , y ) , d (x , S x ) , d (y , T y ) , d (x , T y ) , d (y , S x ) }) , (7)

则定理 2 的结论成立Ζ
证明　比较式 (6)、式 (7)即得Ζ
注 1　若分别以 S

p 和 T
q (p , q∈N )代替推论 1 中的 S 和 T , 则即得[1 ]的定理 4Ζ

定理 3　设{T Κ}Κ∈+ (+ 为任意指标集) 是完备 G2值距离空间 (X , d ) 的交换自映射族, 5
为压缩尺度映射, 如果对任意 x ∈X , Κ1, Κ2∈+ , Κ1≠Κ2, ∆[O T Κ1

T Κ2
(x , 0, ∞) ]均存在, 且对任意

x , y∈X 有

d (T Κ1x , T Κ2y ) ≤ 5 (∆[O T Κ1
T Κ2

(x , y , 0, ∞) ]) , (8)
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则族{T Κ}Κ∈+有唯一公共不动点Ζ
证明　由定理 1 知, 对Κ1, Κ2∈+ , Κ1≠Κ2, T Κ1和 T Κ2 有唯一公共 x

3 . 下面证明 x
3 是族

{T Κ}Κ∈+的唯一公共不动点. 对任意 Κ∈+ , Κ1≠Κ, 由于 x
3 = T Κ1x

3 , 则

O T ΚT Κ1
(x 3 , 0, ∞) = {x 3 , T Κx

3 , ⋯, T n
Κx

3 , ⋯} = O T Κ(x 3 , 0, ∞)

O T ΚT Κ1
(x 3 , 1, ∞) = {T Κx

3 , T 2
Κx

3 , ⋯, T n
Κx

3 , ⋯} = O T Κ(x 3 , 1, ∞)
, (9)

由式 (8)类似定理 1 的证明 ( i) , 并利用式 (9)有

∆[O T Κ(x 3 , 1, ∞) ] ≤ 5 (∆[O T Κ(x 3 , 0, ∞) ]) , (10)

对任意 k∈I 由式 (8)并利用式 (9)易得

d (T k+ 1
Κ x 3 , x 3 ) = d (T Κ(T n

Κx
3 ) , T Κ1x

3 ) ≤ 5 ( [O T Κ(x 3 , 0, ∞) ]) Ζ (11)

综合式 (10)和 (11)得

∆[O T Κ(x 3 , 0, ∞) ] ≤ 5 (∆[O T Κ(x 3 , 0, ∞) ]) ,

由条件 (5 )及引理 1 即得∆[O T Κ(x
3 , 0, ∞) ]= ΗΖ故 x

3 = T Κx
3 , 即 x

3 是族{T Κ}Κ∈+的公共不动

点, 唯一性显然Ζ
对定理 2 也可以给 出类似的结果, 为节省计, 不再赘述Ζ
定理 4　设 S 和 T 是完备G2值距离空间 (X , d ) 的交换连续性自映射, 5 为压缩尺度映

射, P : X ×X →N , 若 ∆[O S T (x , 0, ∞) ]存在, Π x ∈X , 且对任意 x , y∈X 满足

∆[O S T (x , y , p (x , y ) , ∞) ] ≤ 5 (∆[O S T (x , y , 0, ∞) ]) , (12)

则序列{S
n
T

n
x }∞

n= 0收敛于 S 和 T 的唯一公共不动点Ζ
证明　由 d 满足三角不等式可得

∆[O S T (x , y , 0, ∞) ] ≤ Α+ ∆[O S T (x , y , p (x , y ) , ∞) ],

其中

Α= ∆[ {S iT jx , S iT jy : 0 ≤ i ≤ p (x , y ) , 0 ≤ j < ∞或 0 ≤ i < ∞, 0 ≤ j ≤ p (x , y ) } ]Ζ
再由式 (12)有

∆[O S T (x , y , 0, ∞) ] ≤ Α+ 5 (∆[O S T (x , y , 0, ∞) ]) , (13)

设U (Α)是方程U = Α+ 5 (U )的最大解, 由引理 1 及式 (13)可推出

∆[O S T (x , y , 0, ∞) ] ≤U (Α) =
d ef

U 0Ζ
定义正整数列{k (n) }∞

n= 1

k (1) = p (x , y ) ,

k (n + 1) = k (n) + p (x k (n) , y k (n) )　　n ∈N ,

则由式 (12)易检验, 对任意 n∈I 有

∆[O S T (x , y , k (n + 1) , ∞) ] = ∆[O S T (x k (n) , y k (n) , p (x k (n) , y k (n) ) , 0, ∞) ] ≤

5 (∆[O S T (x k (n) , y k (n) , 0, ∞) ]) =

5 (∆[O S T (x , y , k (n) , ∞) ]) ≤

5 (U n) =
d ef

U n+ 1Ζ
类似定理 1 证明 ( ii)的有关部分, 有 lim

n→∞
U n= Η, 因此, lim

n→∞
∆[O S T (x , y , k (n) , ∞) ]= Η, 故O S T (x ,
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y , 0, ∞) 中迭代指数都趋于无穷的一切子序列都是 Cauchy 序列且收敛于同一极限 x
3 , 特

别, 序列

{x , S T x , T S T x , ⋯, S nT nx , T S nT nx , ⋯}

收敛于 x
3 , 由 S 和 T 的连续性及 lim

n→∞
S T S

n
T

n
x = lim

n→∞
T S

n
T

n
x = lim

n→∞
S

n
T

n
x = x

3 得 x
3 是 S 和 T

的公共不动点, 唯一性显然Ζ
注 2　定理 4 统一和推广了[1 ]的定理 1 和定理 3.

推 论 2　设 S 和 T 是完备 G2值距离空间 (X , d ) 的连续交换自映射, p , q∈N ,

∆[O S T (x , 0, ∞) ]存在, Π x ∈X , 5 为压缩尺度映射, 若对任意 x , y∈X 有

d (S p x , T qy ) ≤ 5 (∆[O S T (x , y , 0, ∞) ]) , (14)

则定理 4 的结论成立Ζ
证明　令 h= m ax{p , q}, 对任意自然数 i, j , k, l≥h, x、y ∈X , 记 xδ= S

i- p
T

j
x , yδ= S

k
T

l- q

y , 由式 (14)及 S 和 T 的交换性、5 的非减性, 有

d (S iT j x , S kT ly ) = d (S p xδ, T qyδ) ≤ 5 (∆[O S T (xδ, yδ, 0, ∞) ]) ≤ 5 (∆[O S T (x , y , 0, ∞) ]) Ζ

上式即表示

∆[O S T (x , y , h , ∞) ] ≤ 5 (∆[O S T (x , y , 0, ∞) ])

在定理 4 中令 p (x , y )≡h 即得证.

定理 5　设 S 和 T 是完备G2值距离空间 (X , d )的连续交换自映射, 5 为压缩尺度映射,

p: X ×X →N , 若对任意 x , y∈X , r≥p (x , y ) , r∈N , 有

∆[O S T (x , y , p (x , y ) , r) ] ≤ 5 (∆[O S T (x , y , 0, ∞) ]) ,

则 S 和 T 有唯一公共不动点Ζ
证明　类似定理 4 的证明Ζ
推论 3　　设 S 和 T 是完备G2值距离空间 (X , d ) 的连续交换自映射, 5 为压缩尺度映

射, p , q∈N , 若对任意 x , y∈X , 有

d (S p x , T qy ) ≤ 5 (∆[O S T (x , 0, p ) ∪O S T (y , 0, q) ]) ,

则定理 5 的结论成立Ζ
证明　令 h= m ax{p , q}, 则对 h≤i, j , k, l≤r, i, j , k, l, r∈N , 类似推论 2 证明中有关部

分, 可得

∆[O S T (x , y , h , r) ] ≤ 5 (∆[O S T (x , y , 0, r) ]) Ζ

令 p (x , y )≡h, 定理 5 知结论成立.

注 3　[1 ]的定理 2 与推论 3 分别是本文的定理 5 与推论 3 中 S = T 的特殊情形, 因此

定理 5 和推论 3 改进并推广了[3- 7 ]的相应结果到G2值距离空间Ζ
注 4　在定理 2、定理 5、推论 1 及推论 3 中, 由于为涉及可数无限集的上确界的存在问

题, 从而对半序集 (G , ≤)不必要求满足条件 (G 3) [ 1 ]Ζ

2　连续随机映射对的公共不动点问题

现在将§1 中得到的某些结果随机化, 给出连续随机映射对的公共不动点定理Ζ有关概
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念见[ 1, 2 ], 所用记号与[ 1 ]同. 以下总设 (X , d ) 是可分完备 G2值距离空间, (8 , F , P ) 是完

备概率空间.

引理 2[ 2 ]　设随机元序列{X n (Ξ) }∞
n= 0以概率 1 (记为 a. s. ) 弱收敛于 x (Ξ) , 则 x (Ξ) 也是

随机元.

引理 3[ 2 ]　设T : 8×X →X 是连续随机算子, x (Ξ)是随机元, 则T (Ξ, x (Ξ) )也是随机元Ζ
设 5 : 8×G→G 且 a. s. 满足:

(5′1)　5 (Ξ, u)对 u 非减和强连续

(5′2)　对每一 Α∈G , 方程U = Α+ 5 (Ξ, u) 的最大解 u (Ξ, Α) 存在, 且 u (Ξ, Η) = Η, 则称 5
为随机压缩尺度映射Ζ

设 S 和 T : 8×X →X 是连续随机算子, 称 S 和 T 是交换的, 若对每一随机元 x (Ξ) ,

T (Ξ, S (Ξ, x (Ξ) ) ) = S (Ξ, T (Ξ, x (Ξ) ) ) Ζ
对随机元 x (Ξ) , y (Ξ) , 记

T i (Ξ, x (Ξ) ) = T (Ξ, T i- 1 (Ξ, x (Ξ) ) ) , i ∈N ,

其中

T 0 (Ξ, x (Ξ) ) = x (Ξ) ,

O S T (x (Ξ) ,m , ∞) = {S iT j (Ξ, x (Ξ) ) : m ≤ i, j < ∞},

O S T (x (Ξ) ,m , n) = {S iT j (Ξ, x (Ξ) ) : m ≤ i, j ≤ n},

O S T (x (Ξ) , y (Ξ) ,m , ∞) = O S T (x (Ξ) ,m , ∞) ∪O S T (y (Ξ) ,m , ∞) ,

O S T (x (Ξ) , y (Ξ) ,m , n) = O S T (x (Ξ) ,m , n) ∪O S T (y (Ξ) ,m , n) ,m , n ∈ I ,m ≤ n.

设A (Ξ)为随机元的可数集. 记 ∆[A (Ξ) ]= sup{d (x (Ξ) , y (Ξ) : x (Ξ) , y (Ξ)∈A (Ξ) ) }Ζ
定理 6　设 S 和 T 是交换连续随机算子, 5 为随机压缩尺度映射, 若在任意随机元

x (Ξ) , ∆[O S T (x (Ξ) , 0, ∞) ]a. s. 存在, p , q∈N , 使对任意 x , y∈X , 满足

d (S p (Ξ, x ) , T q (Ξ, y ) ) ≤ 5 (Ξ, ∆[O S T (x , y , 0, ∞) ]) a. s. (15)

则对于任一随机元x (Ξ) , 随机元序列{S
n
T

n (Ξ, x (Ξ) ) }∞
n= 0a. s. 收敛于S 和T 的唯一公共不

动点.

证明　由X 可分及定理 6 的假设知, 存在集合 E∈F , P (E ) = 1, 使对任意 Ξ∈E , ∆[O S T

(x (Ξ) , 0, ∞) ]存在且式 (15) 成立, 对固定的 Ξ0∈E , 由推论 2 知, 对每一随机元x (Ξ) , 序列

{S
n
T

n (Ξ0, x (Ξ0) ) }∞
n= 0强收敛于 S (Ξ0, ·)和 T (Ξ0, ·)的唯一公共不动点 x

3 (Ξ0). 由于 P (E )

= 1, 当 Ξ0 在 E 中变动时, 得到在 8 上 a. s. 有定义的唯一映射 x
3 (Ξ) : 8→X , 使对每一随机

元x (Ξ) , 序列{S
n
T

n (Ξ, x (Ξ) ) }∞
n= 0a. s. 收敛于 x

3 (Ξ)且S (Ξ, x
3 (Ξ) ) = T (Ξ, x 3 (Ξ) ) = x

3 (Ξ)

a. s. . 由 S 和 T 的连续性及引理 3 知{S
n
T

n (Ξ, x (Ξ) ) }∞
n= 0是随机元序列, 于是由引理 2 得 x

3

(Ξ)是一随机元Ζ
定理 7　设 S 和 T 是交换连续随机算子, 5 为随机压缩尺度映射, 若对任一随机元

x (Ξ) , ∆[O S T (x (Ξ) , 0, ∞) ]a. s. 存在, 且

P { ∪
∞

p、q= 1
∩

　x、y∈x
[Ξ: d (S p (Ξ, x ) , T q (Ξ, y ) ) ≤ 5 (Ξ, ∆[O S T (x , y , 0, ∞) ]) ]} = 1Ζ
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则定理 6 的结论成立Ζ
证明　由 X 可分及定理 7 的假设, 存在 E∈F , P (E ) = 1, 使对任一固定 Ξ0∈E , ∆[O S T

(x (Ξ0) , 0, ∞) ]存在, 且有 p (Ξ0) , q (Ξ0)∈N , 对任意 x , y∈X , 成立Ζ

d (S p (Ξ0) (Ξ0, x ) , T
q (Ξ0) (Ξ0, y ) ) ≤5 (Ξ0, ∆[O S T (x , y , 0, ∞) ]) 由推论 2 知, 对每一随机元

x (Ξ) , 序列{S
n
T

n (Ξ0, x (Ξ0) ) }∞
n= 0强收敛 S (Ξ0, ·)和 T (Ξ0, ·)的唯一公共不动点 x

3 (Ξ0) (注

意序列{S
n
T

n (Ξ0, x (Ξ0) ) }∞
n= 0的各次迭代指数已与 p (Ξ0) , q (Ξ0) 无关) , 由定理 6 证明的有关

部分, 知结论成立.

仿照定理6和定理7的证明方法 , 利用推论3容易证得下述两个结果. 此时 , 半序集

(G , ≤)可不满足 (G3) (见注 4).

定理 8　设S 和 T 是交换连续随机算子, 5 为随机压缩尺度映射, p、q∈N , 若对任集 x ,

y∈X 有

d (S p (Ξ, x ) , T q (Ξ, y ) ) ≤ 5 (Ξ, ∆[O S T (x , 0, P ) ∪O S T (y , 0, q) ]) a. s.

则对任一随机元x (Ξ) , 序列{S
n
T

n (Ξ, x (Ξ) ) }∞
n= 0a. s. 收敛于 S 和 T 的唯一公共不动点Ζ

定理 9　设 S 和 T 是交换连续随机算子, 5 为随机压缩尺度映射, 使得

P { ∪
∞

p、q= 1
∩

　x、y∈x
[Ξ: d (S p (Ξ, x ) , T q (Ξ, y ) ) ≤ 5 (Ξ, ∆[O S T (x , 0, p ) ∪O S T (y , 0, q) ]) ]} = 1,

则定理 8 的结论成立Ζ
注 5　定理 8 和定理 9 分别推广了[1 ]中定理 7 和定理 8 到映射对的情形, 当然[2 ]中定

理 4, 2 和[8 ]中定理 6 以及[9, 10 ]中相应结果更是定理 8 和定理 9 的特例.
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Random Common F ixed Po in t Theorem s in

Genera l ized M etr ic Spaces

YU M an
(N an tong T eachers Co llege, N an tong, J iangsu, 226007, Ch ina)

Abstract: P roves several random common fixed po in t theo rem s fo r m app ings in generalized m etric spaces and

gives som e random fixed po in t theo rem s. Imp roves and ex tends the m ain results of [1～ 10 ].

Key words: abstract m etric space; random ; common fixed po in t
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