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系统的增速依赖于不可测状态非线性

系统全局输出反馈渐近镇定

尚 芳 1 刘允刚 1 张承慧 1

摘 要 研究了一类非线性增长速度依赖于不可测状态且有稳定零动

态非线性系统的全局输出反馈渐近稳定控制问题. 因所研究的系统隐含

有零动态, 所以首先定义了一系列新的线性变换, 从而成功地分离出原系

统的零动态, 得到了便于输出反馈设计的新系统. 然后给出了变换后系统

的较为简洁的输出反馈控制设计过程, 并且, 闭环系统的渐近稳定性可由

所导出矩阵的正定性来保证. 最后, 仿真算例验证了文中理论结果的正

确性.
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Stabilization for Nonlinear Systems with
Unmeasured States Dependent Growth
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Abstract In this paper, the globally asymptotical output-

feedback stabilization problem is investigated for a class of non-

linear systems with unmeasured states dependent growth and

stable zero-dynamics. Because of the existence of zero-dynamics,

a series of novel linear transformations are first defined to suc-

cessfully separate the zero-dynamics from the original system,

and the new system is thus derived which is convenient for

the output-feedback design. Then, a simple design procedure

is given for the output-feedback control of the transformed sys-

tem. Besides, the globally asymptotical stability of the closed-

loop system can be guaranteed by the positive definiteness of

the derived matrix. Finally, a simulation example is given to

illustrate the correctness of the theoretical results.

Key words Nonlinear system, linear transformation, output-

feedback, globally asymptotical stabilization

1 引言

非线性系统全局反馈稳定控制设计是当前控制理论研究

的热点[1∼4]. 反馈线性化[5] 和积分反推[2,3] 是设计非线性系

统全局反馈控制器的主要方法. 自上世纪 90 年代以来, 积

分反推方法在严格反馈系统控制方面已取得一系列研究成

果[3,4,6].

由于所能利用的系统状态信息不完全, 所以输出反馈控

制比状态反馈控制更具挑战性, 也更难以实现[4]. 不同于线

性系统, 对于非线性系统, 由于分离原理一般不成立, 所以常

将观测器设计和控制器设计结合在一起. 控制设计的目标不
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仅要确保闭环系统的稳定性, 还要保证观测误差的收敛性.

由于观测器理论发展缓慢[7∼11], 因而依赖于它的输出反馈控

制的发展还不够成熟, 仍有许多问题有待研究[4,12]. 一个基

本问题是非线性系统能否实现输出反馈控制的充分必要条件

问题. 另外, 系统非线性关于不可测状态的增速对输出反馈

控制的实现起至关重要作用. 文献 [13] 指出, 如果非线性依

赖于不可测状态增长速度的幂次大于 2, 则存在无法实现输

出反馈控制的反例.

最近, 一类具有依赖于不可测状态增长速度的非线性

系统的输出反馈控制设计得到了人们的广泛关注和集中研

究[14∼19]. 文献 [14] 研究了一类线性依赖于不可测状态的广

义输出反馈规范型非线性系统的跟踪问题, 首次给出了全局

自适应输出反馈跟踪控制器的反推设计方法. 文献 [15] 研究

了一类具有三角结构且满足线性增长条件的非线性系统的全

局输出反馈控制问题, 并应用反推技术, 给出了不基于分离

原理的指数稳定控制器设计方法. 作为文献 [15] 的推广, 文

献 [16] 研究了系统非线性的线性增长率未知的情况, 提出了

一种高增益参数在线调整的自适应输出反馈控制设计方法;

文献 [17] 研究了高阶非线性系统的情况. 文献 [18, 19] 研究

了系统非线性的增长率依赖于可量测输出的情况, 给出了基

于在线调整高增益观测器的输出反馈控制设计方法.

本文研究了一类非线性增长速度依赖于不可测状态, 且

具有稳定零动态非线性系统的输出反馈全局渐近稳定控制

设计问题. 所研究的非线性系统隐含有零动态 (相对阶为

ρ, ρ = 2, · · · , n), 所以较文献 [15, 16] 中的系统 (相对阶为

n) 更具有一般性, 也不是文献 [17] 中系统 p = 1 时的特例.

此外, 因所研究的非线性系统难以直接进行输出反馈控制器

的设计,所以该文给出了一系列新的线性变换,从而成功地分

离出原系统的零动态, 并得到了形如文献 [18, 19] 中的便于

输出反馈设计的新系统. 考虑到反推设计方法较为复杂 (例

如文献 [15, 17]), 本文通过推广文献 [16] 中的方法, 给出了变

换后新系统的更为简洁的输出反馈控制设计过程, 并且闭环

系统的渐近稳定性可由所导出矩阵的正定性来保证.

本文通篇采用如下符号: Ii 表示 i× i 单位矩阵; 对 n 维

列向量 xxx, 用 xxx[i] 表示 [x1, · · · , xi]
T; 000[i] 表示所有元素皆为

零的 i 维列向量; eeei 表示第 i 个元素为 1, 其余元素皆为零的

n 维单位列向量; eeei,j(i ≤ j) 表示 [000T
[i−1], 1, 000T

[j−i]]
T; bbb[i,0] 表

示 [bi, bi−1, · · · , b1, b0]
T; gggi, [j] 表示 [gi1, · · · , gij ]

T; ϕϕϕi, [j, k]

表示 [ϕi, j , ϕi, j+1, · · · , ϕi, k]T.

2 系统与问题描述

考虑如下 n 阶单输入单输出非线性系统




ẋi = xi+1 + φi(t,xxx, u),

i = 1, · · · , ρ− 1

ẋj = xj+1 + σ(y)bm+ρ−ju + φj(t,xxx, u),

j = ρ, · · · , n− 1

ẋn = σ(y)b0u + φn(t,xxx, u)

y = x1

(1)

其中, n ∈ NNN, ρ ∈ NNN, m ∈ NNN 且 m + ρ = n; xxx =

[x1, · · · , xn]T ∈ RRRn 为系统状态, 其初值为 xxx(0) = xxx0; u ∈ RRR

和 y ∈ RRR 分别为系统的控制输入和输出; bi, i = 0, · · · , m 是

已知常数, 且 bm 6= 0; 函数 σ : RRR → RRR 充分光滑且对任意

y ∈ RRR, σ(y) 6= 0; 函数 φi : RRR+ ×RRRn ×RRR → RRR, i = 1, · · · , n

关于第一变元为分段连续的、关于其他变元为局部 Lipschitz
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连续的. 本文中, 假定仅系统输出 y 可量测, 系统的相对阶

ρ > 1.

本文的主要结论建立在以下假设条件基础之上:

假设1. 对任意 i = 1, · · · , n, 存在已知常数 c ≥ 0, 使得

对任意 t ∈ RRR+, xxx ∈ RRRn, u ∈ RRR, |φi(t,xxx, u)| ≤ c(|x1|+ |x2|+
· · ·+ |xk|), k = min{i, ρ}.
假设2. 多项式方程 bmsm+bm−1s

m−1+· · ·+b1s+b0 =

0 的所有根均有负实部.

假设 1 表明原点 000[n] 是开环系统 (1) 的平衡点. 假设 2

表明系统 (1) 是最小相位的, 即系统具有稳定的零动态.

注1. 当系统 (1) 的相对阶 ρ = n 时, 就是文献 [15] 中

的研究对象, 也是文献 [17] 中 p = 1 时的研究系统. 假设 1

显示系统的非线性增速关于不可测状态是线性的. 从文献

[14∼19] 中可知该约束条件是实现输出反馈控制的关键, 其

中文献 [15∼17] 研究了 c 为常数的情况, 文献 [14, 18, 19] 研

究了 c 为可量测输出的函数的情况.

本文的目标是设计动态输出反馈控制律, 使得闭环系统

全局渐近收敛于原点. 该控制目标的实现将在第 3 节中完成.

3 输出反馈控制器设计

3.1 线性变换

系统 (1) 可写成如下紧凑型

ẋxx = Anxxx + σ(y)bbbu + φφφ(t, xxx, u) (2)

其中,

An =




0
...

In−1

0 0 · · · 0


 , bbb =

[
000[ρ−1]

bbb[m,0]

]
,

φφφ(t, xxx, u) =




φ1(t, xxx, u)
...

φn(t, xxx, u)


 .

第一次线性变换 T1(即坐标变换矩阵) 的作用是使

得向量 bbb 除了第 ρ 个元素非零外皆为零. 令 zzz1 = T1xxx,

其中 T1 和 T−1
1 与 In 的不同在于其第 ρ 列分别为

[000T
[ρ−1], 1,−bm−1/bm, · · · ,−b0/bm]T 和 [000T

[ρ−1], 1, bm−1/bm,

· · · , b0/bm]T, 可得 zzz1 的动态方程为

żzz1 = C1zzz1 + σ(y)dddu + ϕϕϕ1(t, xxx, u) (3)

其中,

C1 =



[

Aρ−1

0(m+1)×(ρ−1)

]
,




000[ρ−2]

1

ggg1, [m+1]


 ,




000[ρ−1]

1

−bbb[m−1, 0]

bm


 ,




0ρ×(m−1)

Im−1

000T
[m−1]





 ,

ddd = T1bbb = [000T
[ρ−1], bm, 000T

[m]]
T = bmeeeρ,

ϕϕϕ1 = T1φφφ(t, xxx, u).

剩余的 ρ − 1次线性变换主要是针对矩阵 C1 设计的, 目

的是得到 Cρ, 其仅在第 1 和 ρ + 1 列与 In 不同. 构造第

i (i = 2, · · · , ρ− 1) 次线性变换 Ti, 使得 Ci−1 的第 ρ− i+2

列成为向量 eeeρ−i+1. 令 zzzi = Tizzzi−1, 其中 Ti 和 T−1
i 与 In 的

不同在于其第 ρ− i+1 列分别为 [000T
[ρ−i], 1, −gggT

i−1, [m+i−1]]
T

和 [000T
[ρ−i], 1, gggT

i−1, [m+i−1]]
T. 注意到 ddd = TiTi−1 · · ·T2ddd, 可

得

żzzi = Cizzzi + σ(y)dddu + ϕϕϕi(t, xxx, u) (4)

其中,

Ci =



[

Aρ−i

0(m+i)×(ρ−i)

]
,




000[ρ−i−1]

1

gggi, [m+i]


 ,




0(ρ−i)×(i−1)

Ii−1

0(m+1)×(i−1)


 ,




000[ρ−1]

1

−bbb[m−1, 0]

bm


 ,




0ρ×(m−1)

Im−1

000T
[m−1]





 ,

ϕϕϕi =Tiϕϕϕi−1(t, xxx, u).

最后, 构造第 ρ 次线性变换zzzρ = Tρ zzzρ−1, 使得 Cρ−1 的

第 2 列成为单位列向量 eee1, 其中 Tρ 和 T−1
ρ 与 In 的不同在

于其第 1 列分别为
[
1, −gggT

ρ−1, [n−1]

]T
和

[
1, gggT

ρ−1, [n−1]

]T
.

注意到 ddd = TρTρ−1 · · ·T2ddd, 从而得到 zzzρ 的如下动态方程

żzzρ = Cρzzzρ + σ(y)dddu + ϕϕϕρ(t, xxx, u) (5)

其中,

Cρ =


gggρ, [n],

[
Iρ−1

0(m+1)×(ρ−1)

]
,




000[ρ−1]

1

−bbb[m−1, 0]

bm


 ,




0ρ×(m−1)

Im−1

000T
[m−1]





 ,

ϕϕϕρ = Tρϕϕϕρ−1 = [ϕρ,1, · · · , ϕρ,n]T.

至此, 线性状态变换完成.

在设计状态观测器以及输出反馈控制器之前, 还须对系

统 (5) 进行适当的分解. 令χχχ = [χ1, · · · , χρ]
T = zzzρ,[1, ρ] 和

ξξξ = [ξ1, · · · , ξm]T = zzzρ,[ρ+1, n], 则系统 (5) 转化为如下结构





Σξξξ : ξ̇ξξ = Dξξξ + gggρ,[ρ+1,n]χ1 + ϕϕϕρ,[ρ+1,n](t, xxx, u)

Σχχχ : χ̇χχ = Aρ χχχ + eeeρ,ρ

(
bmσ(y)u + ξ1

)
+

gggρ,[ρ]χ1 + ϕϕϕρ,[ρ](t, xxx, u)

y = χ1 = eeeT
1,ρχχχ

(6)

其中, D =

[
−bbb[m−1, 0]

bm
,

[
Im−1

000T
[m−1]

]]
. 由假设 2 知, 矩阵 D

为 Hurwitz 的, 从而存在 Q = QT > 0, 满足 Lyapunov 方

程: DTQ + QD = −Im.

由上述线性变换 Ti, i = 1, · · · , ρ 以及假设 1 易于证明

下面的引理 1, 故不再赘述; 引理 2 指出子系统 Σξξξ 为输入到

状态稳定的, 故可将其看作整个系统 (6) 的零动态.

引理1. 存在已知的正常数 c′, 使得在子系统 Σχχχ 和

Σξξξ 中的未知非线性分量 ϕρ,i(·, ·, ·), i = 1, · · · , n 对任意
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(t, xxx, u) ∈ RRR+ ×RRRn ×RRR, 都有

|ϕρ,i(t, xxx, u)| ≤ c′
(|χ1|+ · · ·+ |χk|

)
, k = min{i, ρ} (7)

引理2. 考虑 (6) 的子系统 Σξξξ. 令 Vξξξ = ξξξTQξξξ 和 Eε =

diag [1, ε, · · · , ερ−1], 其中 0 < ε < 1, 则存在正常数 c01 (不

依赖于 ε) 和 c02(依赖于 ε), 使得

V̇ξξξ ≤ −c01‖ξξξ‖2 + c02‖Eεχχχ‖2 (8)

证明. 沿着子系统 Σξξξ 的轨迹求 Vξξξ 的导数, 可得

V̇ξξξ = −‖ξξξ‖2 + 2ξξξTQgggρ,[ρ+1,n]χ1 +

2ξξξTQϕϕϕρ,[ρ+1,n](t, xxx, u) ≤
−‖ξξξ‖2 + 2‖Qgggρ,[ρ+1,n]‖ · ‖ξξξ‖ · |χ1|+
2‖ξξξ‖ · ‖Q‖ · ‖ϕϕϕρ,[ρ+1,n](t, xxx, u)‖1

由引理 1 和 0 < ε < 1, 可知上式的第三项满足

2‖ξξξ‖ · ‖Q‖ · ‖ϕϕϕρ,[ρ+1,n](t, xxx, u)‖1 ≤
2mc′‖Q‖ · ‖ξξξ‖(|χ1|+ |χ2|+ · · ·+ |χρ|

) ≤
2mc′ρ

1
2 ‖Q‖

ερ−1
‖ξξξ‖ · ‖Eεχχχ‖

因此, 可进一步求得

V̇ξξξ ≤ −‖ξξξ‖2 + δ1‖ξξξ‖2 +
‖Qgggρ,[ρ+1,n]‖2

δ1
‖Eεχχχ‖2 +

δ2‖ξξξ‖2 +
ρ(mc′)2‖Q‖2

δ2ε2ρ−2
‖Eεχχχ‖2 =

−(1− δ1 − δ2)‖ξξξ‖2 +(
‖Qgggρ,[ρ+1,n]‖2

δ1
+

ρ(mc′)2‖Q‖2
δ2ε2ρ−2

)
‖Eεχχχ‖2

其中, δ1 和 δ2 为其和小于 1 的正数. 如此, 选取 c01 =

1− δ1 − δ2 和 c02 =
‖Qgggρ,[ρ+1,n]‖2

δ1
+

ρ(mc′)2‖Q‖2
δ2ε2ρ−2

, 其中 ε

是待定的设计参数. 从而得到 (8) 式. ¤
3.2 基于状态观测器的输出反馈控制设计

要实现整个系统 (6) 的全局稳定控制, 须首先设计适当

的观测器, 重构子系统 Σχχχ 的状态, 然后基于该观测器设计输

出反馈控制器. 本文设计如下形式的观测器和控制器

{
˙̂χχχ = Aρχ̂χχ + lllε

(
χ̂1 − χ1

)
+ bmσ(y)eeeρ,ρu + gggρ,[ρ]χ1

u = 1
bmσ(y)

kkkεχ̂χχ
(9)

其中, 0 < ε < 1, lllε = [l1/ε, l2/ε2, · · · , lρ/ερ]T, kkkε =

[k1/ερ, k2/ερ−1, · · · , kρ/ε].

定义观测误差 χ̃χχ = χχχ − χ̂χχ. 则由系统 (6) 和 (9), 可得 χ̃χχ

的动态方程

˙̃χχχ = Alllεχ̃χχ + eeeρ,ρξ1 + ϕϕϕρ,[ρ](t,xxx, u) (10)

其中, Alllε = Aρ + lllε eeeT
1,ρ.

将控制器 (9) 带入系统 (6), 得到闭环系统

χ̇χχ = Akkkεχχχ + eeeρ,ρ

(
ξ1 − kkkεχ̃χχ

)
+ gggρ,[ρ]χ1 + ϕϕϕρ,[ρ](t,xxx, u) (11)

其中, Akkkε = Aρ + eeeρ,ρkkkε.

由于 Alll 和 Akkk 是 Hurwitz 的, 所以存在对称正定矩阵

Plll 和 Pkkk, 满足

AT
lll Plll + PlllAlll = −In, AT

kkk Pkkk + PkkkAkkk = −In (12)

因为 Eε = diag[1, ε, · · · , ερ−1], 所以 εAlllε = E−1
ε AlllEε. 因

此, 可得如下新的 Lyapunov 方程

AT
lllεPlllε + PlllεAlllε = −E2

ε

ε
, AT

kkkε
Pkkkε + PkkkεAkkkε = −E2

ε

ε
(13)

其中, Plllε = EεPlllEε, Pkkkε = EεPkkkEε. 显而易见, Plllε 和 Pkkkε

都是对称正定矩阵.

关于误差系统和闭环系统, 有如下两引理, 其中引理 3

的证明见附录中的 A.1, 引理 4 与引理 3 的证明类似, 故不再

给出.

引理3. 考虑误差系统 (10). Plllε = PT
lllε

> 0 满足 (13),

则 Vχ̃χχ(χ̃χχ) = χ̃χχTPlllεχ̃χχ 满足

V̇χ̃χχ ≤ −1

ε
‖Eεχ̃χχ‖2 + 2ερ−1‖Plll‖ · ‖Eεχ̃χχ‖ · ‖ξξξ‖+

2ρ
3
2 c′‖Plll‖ · ‖Eεχ̃χχ‖ · ‖Eεχχχ‖ (14)

引理4. 考虑闭环系统 (11). Pkkkε = PT
kkkε

> 0 满足 (13),

则 Vχχχ(χχχ) = χχχTPkkkεχχχ 满足

V̇χχχ ≤ −
(
ε−1 − 2‖Pkkk‖ · ‖eeeρ,[ρ]‖ − 2ρ

3
2 c′‖Pkkk‖

)
‖Eεχχχ‖2 +

2ερ−1‖Pkkk‖ · ‖Eεχχχ‖ · ‖ξξξ‖+

2

ε
‖Pkkkeeeρ,ρkkk‖ · ‖Eεχχχ‖ · ‖Eεχ̃χχ‖ (15)

本文的主要结果由下面的定理给出:

定理1. 考虑系统 (1) 的输出反馈控制问题. 假设该系

统满足假设 1 和假设 2. 若选择 lll = [l1, · · · , lρ]
T 和 kkk =

[k1, · · · , kρ], 使得 Alll = Aρ + llleeeT
1, ρ 和 Akkk = Aρ +eeeρ,ρ kkk 皆是

Hurwitz 矩阵, 则存在常数 ε∗ > 0, 当 0 < ε < min{1, ε∗}
时, 动态输出反馈控制 (9) 使得闭环系统全局渐近稳定.

证明. 选取 V (ξξξ, χ̃χχ, χχχ) = γ1Vξξξ + γ2Vχ̃χχ + γ3Vχχχ,其

中 γi, i = 1, 2, 3 为待定的正常数, Vξξξ = ξξξTQξξξ, Vχ̃χχ =

χ̃χχTPlllεχ̃χχ, Vχχχ = χχχTPkkkεχχχ. 则由引理 2 ∼ 4, 得

V̇ ≤ −γ1c01‖ξξξ‖2 + γ1c02‖Eεχχχ‖2 − γ2

ε
‖Eεχ̃χχ‖2 +

2γ2‖Plll‖ · ‖Eεχ̃χχ‖
(
ερ−1‖ξξξ‖+ ρ

3
2 c′‖Eεχχχ‖

)
−

γ3

(
ε−1 − 2‖Pkkk‖ · ‖gggρ,[ρ]‖ − 2ρ

3
2 c′‖Pkkk‖

)
‖Eεχχχ‖2 +

2γ3ε
ρ−1‖Pkkk‖ · ‖Eεχχχ‖ · ‖ξξξ‖+

2γ3

ε
‖Pkkkeeeρ,ρkkk‖ · ‖Eεχχχ‖ · ‖Eεχ̃χχ‖ =

−




‖ξξξ‖
‖Eεχ̃χχ‖
‖Eεχχχ‖




T

P




‖ξξξ‖
‖Eεχ̃χχ‖
‖Eεχχχ‖


 (16)

其中,

P =




γ1c01 −γ2ε
ρ−1‖Plll‖ (1, 3)

−γ2ε
ρ−1‖Plll‖ γ2

ε
(2, 3)

(3, 1) (3, 2) (3, 3)


 (17)
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上式中 (1, 3) = (3, 1) = −γ3ε
ρ−1‖Pkkk‖, (2, 3) = (3, 2) =

−γ2ρ
3
2 c′‖Plll‖ − γ3

ε
‖Pkkkeeeρ,ρkkk‖, (3, 3) =

γ3

ε
− γ1c02 −

2γ3‖Pkkk‖
(
‖gggρ,[ρ]‖+ ρ

3
2 c′

)
.

针对式 (17) 中的设计参数, 有如下两命题, 其证明分别

见附录中的 A.2 和 A.3.

命题1. 一定存在正的 γ1, γ2, γ3 和 ε, 使得由式 (17) 定

义的矩阵 P 为正定的.

命题2. 当 γ1 = ε2ρ−1, γ2 = εa, γ3 = εb, 且 0 < a <

b < 1 时, 则在如下范围内取值的 ε: 0 < ε < ε∗, 使得式
(17) 所定义的矩阵 P 为正定的, 其中,

ε∗ = min



1,

(
‖Pkkkeeeρ,ρkkk‖
ρ

3
2 c′‖Plll‖

) 1
a+1−b

,

(
c01

3‖Plll‖2
) 1

a

,

1

6‖Pkkk‖(‖gggρ,[ρ]‖+ ρ
3
2 c′)

,

(
1

36‖Pkkkeeeρ,ρkkk‖2
) 1

b−a

,

(
c01

9‖Pkkk‖(‖Pkkk‖+ 4‖Plll‖ · ‖Pkkkeeeρ,ρkkk‖)
) 1

b

,

(
1

3c′02

) 1
2−b





由命题 1, 选取 γ1 = ε2ρ−1, γ2 = εa, γ3 = εb. 那么当

0 < a < b < 1 时, 若 ε 充分小, 则矩阵 P 为正定的, 进而由

(16), 得到

lim
t→∞

ξξξ(t) → 0, lim
t→∞

χ̃χχ(t) → 0, lim
t→∞

χχχ(t) → 0.

这意味着 limt→∞ χ̂χχ(t) → 0, 进而意味着 limt→∞ xxx(t) → 0,

即闭环系统全局渐近稳定. ¤
注2. 命题 2 所给出的 ε 充分小的界限 ε∗, 但它并不是

最大的. 从应用角度讲, ε 越小, 所付出的代价将越大, 因此,

给出一个 “尽量大” 的 ε∗ 很重要.

4 仿真算例

考虑下面的三阶非线性系统




ẋ1 = x2 + x1 sin x2

ẋ2 = x3 + (1 + y2)u +
x2

2 + exp(x2)

ẋ3 = 2(1 + y2)u +
1

2
x2 cos x2

1

y = x1

(18)

易验证该系统满足假设 1 和假设 2, 且 c = 1.

参照第 3 节的内容, 对系统 (18) 进行稳定控制设计,

计算可得 D = −2. 选择 Q =
1

4
, c′ = 7, δ1 =

1

4
, δ2 =

1

4
, c01 =

1

2
, c02 = 16 +

49

2ε2
. 并令 lll = [−3,−2]T 和 kkk =

[−1,−2], 以及 a = 1/3, b = 2/3, ε = 0.001.

设置闭环系统的初值为: xxx(0) = [0.1, 0.1, −0.2]T,

χ̂χχ(0) = [0, 0]T. 应用 Matlab 系统仿真软件, 得到闭环系

统状态xxx的运动轨迹, 如图 1∼ 6 所示. 从中可以看出闭环系

统为渐近稳定的, 且观测器实现了对所要估计的闭环系统状

态的渐近重构.

图 1 闭环系统状态 x1

Fig. 1 State x1 of the closed-loop system

图 2 闭环系统状态 x2

Fig. 2 State x2 of the closed-loop system

图 3 闭环系统状态 x3

Fig. 3 State x3 of the closed-loop system

图 4 闭环系统状态的零动态 ξ

Fig. 4 Zero dynamics ξ of the closed-loop system

图 5 闭环系统状态 χ1(实线) 及其估计 χ̂1 (虚线)

Fig. 5 State χ1(real) and its estimate χ̂1(dashed)
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图 6 闭环系统状态 χ2(实线) 及其估计 χ̂2 (虚线)

Fig. 6 State χ2(real) and its estimate χ̂2(dashed)

5 结论

本文研究了一类具有依赖于不可测状态增量的非线性系

统的全局输出反馈渐近稳定控制设计. 通过引入一系列线性

变换, 将原系统隐含的稳定零动态分离出来. 然后针对变换

后的新系统构造了状态观测器, 设计了基于该观测器的输出

反馈控制器, 证明了整个闭环系统的全局渐近稳定性. 本文

所给出的控制算法的关键是选取适当的设计参数, 从而使得

文中所定义的矩阵 P 正定, 进而确保闭环系统的全局渐近稳

定性. 还有待进一步研究的问题是当系统或依赖于不可测状

态增量中含有参数不确定性时, 如何设计全局稳定的输出反

馈控制器.

附录 A

A.1 引理 3 的证明

沿着 (10) 的轨迹求 Vχ̃χχ 的导数, 有

V̇χ̃χχ = −1

ε
‖Eεχ̃χχ‖2 + 2χ̃χχTEεPlllEεeeeρ,ρξ1 +

2χ̃χχTEεPlllEε ϕϕϕρ,[ρ](t,xxx, u) (A1)

由假设 1 及 0 < ε < 1, 上式右边第 2 项和第 3 项分别满足

2χ̃χχTEεPlllEεeeeρ,ρξ1 ≤ 2ερ−1‖Plll‖ · ‖Eεχ̃χχ‖|ξ1| ≤
2ερ−1‖Plll‖ · ‖Eεχ̃χχ‖ · ‖ξξξ‖ (A2)

2χ̃χχTEεPlllEεϕϕϕρ,[ρ] ≤ 2‖Plll‖ · ‖Eεχ̃χχ‖ · ‖Eεϕϕϕρ,[ρ]‖1
≤ 2ρ

3
2 c′‖Plll‖ · ‖Eεχ̃χχ‖ · ‖Eεχχχ‖ (A3)

注意到在上式的处理中用到了如下不等式

‖Eεϕϕϕρ,[ρ]‖1 ≤ c′(1 + ε + · · ·+ ερ−1)|χ1|+
c′(ε + · · ·+ ερ−1)|χ2|+ · · ·+ c′ερ−1|χρ| ≤
ρc′(|χ1|+ ε|χ2|+ · · ·+ ερ−1|χρ|) =

ρc′‖Eεχχχ‖1 ≤ ρ
3
2 c′‖Eεχχχ‖. (A4)

将 (A2) 和 (A3) 代入 (A1) 即得 (14). ¤

A.2 命题 1 的证明

令 γ1 = ε2ρ−1, γ2 = εa, γ3 = εb, 其中 a, b 为待

定的小于 1 的正数. 由于 0 < ε < 1, 所以 γ1c02 <

ε

(
‖Qeeeρ,[ρ+1,n]‖2

δ1
+ ρ(mc′)2‖Q‖2

δ2

)
= εc′02. 如此, 要使得矩

阵 P 为正定, 只需如下矩阵 P ′ 正定 (因为 P ≥ P ′)

P ′ =




ε2ρ−1c01 −ερ−1+a‖Plll‖ −ερ−1+b‖Pkkk‖

−ερ−1+a‖Plll‖ εa−1 (2, 3)

−ερ−1+b‖Pkkk‖ (3, 2) (3, 3)




其中, (2, 3) = (3, 2) = −εaρ
3
2 c′‖Plll‖ − εb−1‖Pkkkeeeρ,ρkkk‖,

(3, 3) = εb−1 − εc′02 − 2εb‖Pkkk‖
(
‖gggρ,[ρ]‖+ ρ

3
2 c′

)
. 定义

P ′′ =




ε2ρ−1c01 −ερ−1+a‖Plll‖ −ερ−1+b‖Pkkk‖

−ερ−1+a‖Plll‖ εa−1 (2, 3)

−ερ−1+b‖Pkkk‖ (3, 2) εb−1


 ,

其中, (2, 3) = (3, 2) = −εb−1‖Pkkkeeeρ,ρkkk‖, 以及

P ′′′ =




0 0 0

0 0 −εaρ
3
2 c′‖Plll‖

0 −εaρ
3
2 c′‖Plll‖ (3, 3)


 ,

其中, (3, 3) = −εc′02−2εb‖Pkkk‖
(
‖gggρ,[ρ]‖+ ρ

3
2 c′

)
. 显然,当 ε

充分小,且 0 < a < b < 1时, P ′ = P ′′+P ′′′ = P ′′+o(P ′′).
则此时矩阵 P ′′ 的正定性蕴涵着 P ′ 的正定性. 而在 0 < a <

b < 1 时, 总存在充分小的 ε 使 P ′′ 正定. ¤
A.3 命题 2 的证明

构造

P ′′′′ =




ε2ρ−1c01 −ερ−1+a‖Plll‖ (1, 3)

−ερ−1+a‖Plll‖ εa−1 (2, 3)

(3, 1) (3, 2) 1
3
εb−1




其中, (1, 3) = (3, 1) = −ερ−1+b‖Pkkk‖, (2, 3) = (3, 2) =

−2εb−1‖Pkkkeeeρ,ρkkk‖. 如此, P ≥ P ′ ≥ P ′′′′, 而由 ε 的取值

易知: P ′′′′ 为正定的, 从而 P 是正定的. ¤
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