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摘 要

我们考虑既带有随机干扰又带有确定投资回报的风险过程, 得到了破产前瞬间盈余的分

布Fδ(u, x)及破产前瞬间盈余和破产时赤字的联合分布Hδ(u, x, y)所满足的积分表达, 连续性及二次连

续可微性和积分–微分方程. 同时, 只有随机干扰的风险模型下的破产前瞬间盈余的分布及破产前瞬间

盈余和破产时赤字的联合分布所满足的性质也被得到. 已有文献中的诸多有关结果均可以通过令我们

结论中的某些参数特殊化为零而得到.
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§1. 引 言

风险理论是当今随机过程应用研究的热点之一, 在保险、投资、金融监管及其他与风

险管理相关的领域都有重要应用. 自从1903年Lundberg作出了一些开创性工作以来, 国

内外越来越多的学者关注并为其理论体系和应用研究的发展、完善作出了巨大的贡献.

令(Ω, F, P)是一个包括下文中出现的所有变量的完备概率空间. Gerber (1970)引进带随机

干扰的风险过程是

U(t) = u + ct + σWt −
Nt∑
i=1

Zi, (1.1)

确定投资回报产生过程为:

I(t) = δt. (1.2)

这里, δ为常数, 表示投资回报的常数率, 于是由Paulsen, J.等(1997)知, 既有随机干扰又有

确定投资回报风险过程是:

Uδ(t) = eδt
(
u +

∫ t

0
e−δsdU(s)

)
. (1.3)

(1.3)为强马氏过程, 且可以被写作:

Uδ(t) = ueδt +
c(eδt − 1)

δ
+ σ

∫ t

0
eδ(t−s)dW (s)−

Nt∑
i=1

e−δ(Ti−t)Zi. (1.4)
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44 应用概率统计 第二十四卷

自然地, 模型(1.4)可看作是模型(1.1)的推广.

在(1.4)中, u, c, δ, σ是正常数, u表示保险公司的初始盈余, c是保费收取速率; Nt是带

有正参数λ的齐次普哇松过程, 它表示(0, t]上的总理赔次数; Zi, i = 1, 2, · · ·为带有分布函
数F (x)的独立同分布随机变量序列且F (0) = 0, EZi = µ; {Wt, t ≥ 0}是一个标准布朗运
动. 随机干扰项σW (t)既可被解释为在总理赔量上的一个附加的不确定因素, 也可理解为

在保费收入上附加的不确定因素. 进一步, 我们假定{Wt, t ≥ 0}, {Nt, t ≥ 0}, {Zi, i ≥ 1}是
相互独立的. Wang (1999)讨论了模型(1.4)并且得到了生存概率, 破产前上界分布及破产时

赤字的一些性质; Wang (2001)考虑了破产概率的分解; Zhao等(2005)讨论了破产时罚金折

现期望, 得到了其积分表达, 连续性及二次连续可微性和积分–微分方程; 并考虑了破产时

罚金折现期望的分解. 在本文里, 我们将继续讨论一些在风险模型(1.4)中还未被注意的问

题, 主要内容有:

(1) 破产前瞬间盈余Uδ(Tu−)的分布Fδ(u; x)的积分表达, 连续性, 二次连续可微性及积

分–微分方程.

(2)破产前瞬间盈余Uδ(Tu−)和破产时赤字|Uδ(Tu)|的联合分布Hδ(u; x, y)积分表达,连

续性, 二次连续可微性及积分–微分方程.

(3) 作为上二结论的推论, 得到了带随机干扰的风险过程(1.1)下破产前瞬间盈余的分

布F0(u; x)及破产前瞬间盈余和破产时赤字的联合分布H0(u; x, y)的积分表达, 连续性, 二

次连续可微性及积分–微分方程.

易知, (a) 在我们的结果中令σ = 0, 便得到Yang等(2001a, 2001b, 2001c)对于带确定投

资回报模型下的相应结果; (b) 令δ = σ = 0, 关于经典风险模型的结果被得到, 见Dickson

(1992); (c) 在结论(1)中令x → +∞或在结论(2)中令x → +∞且y → +∞, 则可得到关于

破产(或生存)概率的对应结果; (d) 如果在结论(2)中令x → +∞, 则得到破产时赤字的分

布Gδ(u; y)所满足的方程可被得到, 见Wang等(2000)); (e) 在结论(2)中→ +∞, 则得到破产

前瞬间盈余Uδ(Tu−)的分布Fδ(u; x)的相应结果.

为方便讨论, 我们首先作如下说明:

(1) 令Tu = inf{t : Uδ(t) < 0}表示破产时间, Ψδ(u)表示给定初始值u ≥ 0时的破产概

率. 易知:

EUδ(t) = eδt
{

u +
1
δ
(1− e−δt)(c− λµ)

}
, (1.5)

于是, 为使Ψδ(u) < 1, 我们假定c− λµ > 0.

(2) 沿用Wang (2001)的记法, 我们令

Bt = σ

∫ t

0
e−δsdW (s). (1.6)

Bt是一个局部连续鞅,其方差过程为〈Bt〉 = [σ2/(2δ)]·(1−e−2δt). 令ν(s) = inf(t : 〈Bt〉> s),
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则

ν(s) =
1
2δ

ln
( σ2

σ2 − 2δs

)
. (1.7)

对s < σ2/(2δ), 设Ws = Bν(s), 易知Ws, s < σ2/(2δ)是一个从原点开始的局部布朗运动.

(3) 对于a > 0, 定义τa = inf{s : |Ws| = a}, 令

H(a, t, x) = (2πt)−1/2
+∞∑

k=−∞

{
exp

[
− 1

2t
(x + 4ka)2

]

− exp
[
− 1

2t
(x− 2a + 4ka)2

]}
, (1.8)

h(a, t) =
1

2
√

2π
at−3/2

+∞∑
k=−∞

{
(4k + 1) exp

[
− a2

2t
(4k + 1)2

]

+(4k − 3) exp
[
− a2

2t
(4k − 3)2

]
+ (4k − 1) exp

[
− a2

2t
(4k − 1)2

]}
. (1.9)

由Revuz and Yor (1991, P105−106), 可知:

P(τa > t, Wt ∈ dx) = H(a, t, x)dx, P(τa ∈ dt) = h(a, t)dt.

§2. 破产前瞬间盈余的分布

令Fδ(u; x)表示初始盈余为u条件下破产前瞬间盈余Uδ(Tu−)的分布, 即

Fδ(u; x) = P(Tu < +∞, Uδ(Tu−) ≤ x|Uδ(0) = u). (2.1)

定理 2.1 对于x > u > 0, Fδ(u; x)满足如下表达式:

Fδ(u; x)

=
∫ +∞

0
λe−λsds

∫ u

−u
H(u, ν−1(s), y)dy

{∫ ∆1

0
Fδ(∆1 − z;x)dF (z)

}

+
1
2

∫ σ2/(2δ)

0

{
Fδ

(
2ueδν(s) +

c

δ
(eδν(s) − 1);x

)
+ Fδ

( c

δ
(eδν(s) − 1);x

)}

· e−λν(s)h(u, s)ds

+
∫ u

−u

∫ +∞

0
λe−λs(1− F (∆1))I(∆1 ≤ x)H(u, ν−1(s), y)dsdy. (2.2)

这里, ∆1 = (u + y)eδs + (c/δ) · (eδs − 1).

证明: 定义τ0
u = inf{ν(s) : |Bν(s)| = u}且τu = inf{s : |Bν(s)| = u},易知: τ0

u = ν(τu).

令Mt = E{I(Tu < +∞, Uδ(Tu−) ≤ x)|Ft}, 其中F = {Ft : t ≥ 0} (Ft = σ(Uδ(s) : s ≤ t))

是一个自然流. 易证Mt是一个F -鞅. 令S = T1 ∧ τ0
u (T1为首次理赔到达时刻), 由风险过
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程{Uδ(t)}t≥0的强马氏性及有界停时定理, 可知

Fδ(u; x) = M0 = E(Ms) = E{E[I(Tu < +∞, Uδ(Tu−) ≤ x)|Fs]}
= E{E[I(Tu < +∞, Uδ(Tu−) ≤ x)|Uδ(S)]} = E{Fδ(Uδ(S);x)}
= E{Fδ(Uδ(S);x)I(T1 > τ0

u)}+ E{Fδ(Uδ(S);x)I(T1 ≤ τ0
u)}

= E
{

Fδ

(
eδτ0

u

(
u +

c

δ
(1− e−δτ0

u) + Bτ0
u

)
;x

)
I(T1 > τ0

u)
}

+E{Fδ(∆2)− Z1;x)I(T1 ≤ τ0
u , Z1 ≤ ∆2)}

+E{Fδ(∆2)− Z1;x)I(T1 ≤ τ0
u , Z1 > ∆2)}

= I1 + I2 + I3. (2.3)

这里, ∆2 = eδT1(u + (c/δ) · (1− e−δT1) + BT1).

其中, 借鉴Wang等(2000)中式(3.6)及(3.7)的推导方法, 可得:

I2 + I1

=
∫ +∞

0
λe−λsds

∫ u

−u
H(u, ν−1(s), y)dy

∫ ∆1

0
Fδ(∆1 − z;x)dF (z)

+
1
2

∫ σ2/(2δ)

0

{
Fδ

(
2ueδν(s) +

c

δ
(eδν(s) − 1);x

)
+ Fδ

( c

δ
(eδν(s) − 1);x

)}

· e−λν(s)h(u, s)ds. (2.4)

因为x > u > 0, (2.3)中的I3可被改写为:

I3 = E{I(T1 ≤ τ0
u , Z1 > ∆2,∆2 ≤ x)}

=
∫

I(s ≤ ν(t), z > ∆1,∆1 ≤ x)P(T1 ∈ ds, Z1 ∈ dz, τu ∈ dt, Bs ∈ dy)

=
∫

I(t ≥ ν−1(s))I(z > ∆1)I(∆1 ≤ x)P(T1 ∈ ds)P(Z1 ∈ dz)P(τu ∈ dt, Bs ∈ dy)

=
∫

I(∆1 ≤ x)λe−λsds

∫
I(z > ∆1)dF (z)

∫
I(t ≤ ν−1(s))P(τu ∈ dt, Bs ∈ dy)

=
∫ u

−u

∫ +∞

0
λe−λs(1− F (∆1))I(∆1 ≤ x)H(u, ν−1(s), y)dsdy. (2.5)

结合式(2.3), (2.4)及(2.5), 定理得证. ¤

定理 2.2 对于x > u > 0, 设F (z)在[0,+∞)上有连续概率密度函数, 则:

(i) Fδ(u; x)关于u在[0, x]上连续;

(ii) Fδ(u; x)关于u在(0, x)上二次连续可微.

证明: 对任意u0 ∈ (0, x), 选择0 < ε0 < u0, 使(1/2) · ε0 + u ≤ x, 在定理2.1的证明中
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分别以τ0
ε0/2和τε0/2代替τ0

u和τu, 于是

Fδ(u; x) =
∫ +∞

0
λe−λsds

∫ ε0/2

−ε0/2
H

(ε0

2
, ν−1(s), y

)
dy

∫ ∆1

0
Fδ(∆1 − z;x)dF (z)

+
1
2

∫ σ2/(2δ)

0

{
Fδ

((
u− ε0

2

)
eδν(s) +

c

δ
(eδν(s) − 1);x

)

+Fδ

((
u +

ε0

2

)
eδν(s) +

c

δ
(eδν(s) − 1);x

)}
e−λν(s)h

(ε0

2
, s

)
ds

+
∫ ε0/2

−ε0/2

∫ +∞

0
λe−λs(1− F (∆1))I(∆1 ≤ x)H

(ε0

2
, ν−1(s), y

)
dsdy

= I0
1 + I0

2 + I0
3 . (2.6)

对于I0
1及I0

3 , 施行变量代换, 有:

I0
1 + I0

3

=
∫ ε0/2

−ε0/2

∫ +∞

u+y

∫ t

0
λ(δu + δy + c)λ/δH

(ε0

2
, ν−1

(1
δ

ln
( δt + c

δu + δy + c

))
, y

)

·Fδ(t− z;x)dF (z)dtdy

+
∫ ε0/2

−ε0/2
λ(δu + δy + c)λ/δ

∫ x

0
(c + δt)−λ/δ−1(1− F (t))

·H
(ε0

2
, ν−1

(1
δ

ln
( δt + c

δu + δy + c

))
, y

)
dtdy.

对于I0
2 , 先拆成两个积分, 再分别实行变量代换, 得:

I0
2 =

1
2

∫ +∞

u−ε0/2
Fδ(t;x)

(
1− 2

σ2
ln

( δt + c

δu + c− ε0
2 δ

))
h
(ε0

2
,
1
δ

ln
( δt + c

δu + δy + c

))
dt

+
1
2

∫ +∞

u+ε0/2
Fδ(t;x)

(
1− 2

σ2
ln

( δt + c

δu + c− ε0
2 δ

))
h
(ε0

2
,
1
δ

ln
( δt + c

δu + δy + c

))
dt.

利用H及h所具有的的良好性质(Revuz和Yor (1991, P105−106)), 容易证明I0
1 , I0

2 , I0
3关于u

在(u0, x)上连续且二次连续可微; 又据王(1999, P14)性质2.5.2同样推导方法, 可以证明它们

在0及x点连续, 从而定理得证. ¤

定理 2.3 对于x > u > 0, 设F (z)在[0,+∞)上有连续概率密度函数, 则Fδ(u; x)满足

如下积分–微分方程

(δu + c)
∂Fδ(u; x)

∂u
+

σ2

2
∂2Fδ(u; x)

∂u2

= λFδ(u; x)− λ

∫ u

0
Fδ(u− z;x)f(z)dz − λ(1− F (u)). (2.7)
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证明: 我们考虑一个充分小时间区间[0,dt], dt时刻的盈余Uδ(dt)将为:

(1) ueδdt + (c/δ) · (eδdt − 1) + σWdte
δdt ≈ u + (δu + c)dt + δσWdtdt + σWdt

或

(2) ueδdt + (c/δ) · (eδdt − 1) + σWdte
δdt − z ≈ u + (δu + c)dt + δσWdtdt + σWdt − z.

其中, 情况(1)表明[0,dt]上无理赔产生(Ndt = 0)其概率为1 − λdt; 在情况(2)下, 产生

一次理赔(Ndt = 1), 其概率为λdt, 于是, 由风险过程(1.4)

Fδ(u; x) = E{Fδ(Uδ(dt);x)}

= (1− λdt)(Fδ(∆3;x)) + λdtE
{∫ ∆3

0
Fδ(∆3 − z;x)dF (z)

}

+λdtE{I(z > ∆3 ≤ x)}

= (1− λdt)
(
Fδ(u; x) + (δu + c)

∂Fδ(u; x)
∂u

dt +
σ2

2
∂2Fδ(u; x)

∂u2

)

+λdt

∫ u

0
Fδ(u− z;x)f(z + ∆3 − u)dz

+λdt(1− F (∆3)P(∆3 ≤ x). (2.8)

其中, ∆3 = u + (δu + c)dt + σδWdtdt + σWdt. 对式(2.8)化简并令dt → 0即得到式(2.7).

¤

注记 1 令σ = 0, 我们得到Yang等(2001c)对于带确定投资回报模型下的相应结果;

令δ = σ = 0, 关于经典风险模型的结果被得到, 见Dickson (1992); 当我们令x → +∞, 则

关于破产(或生存)概率的积分–微分方程被得到.

§3. 破产前瞬间盈余和破产时赤字的联合分布

现在我们来考虑如下概率:

Hδ(u; x, y) = P(Tu < +∞, Uδ(Tu−) ≤ x且 |Uδ(Tu)| ≤ y|Uδ(0) = u). (3.1)

其中x, y是正变量, Hδ(u; x, y)恰是模型(1.2)中破产前瞬间盈余和破产时赤字的联合分布.

由公式(2.1), (3.1)及Wang等(2000)中关于破产时赤字的分布函数的定义, 易知

lim
x→+∞Hδ(u; x, y) = Gδ(u; y) 且 lim

y→+∞Hδ(u; x, y) = Fδ(u; x).
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定理 3.1 对于x > u > 0, Hδ(u; x, y)满足如下积分方程

Hδ(u; x, y)

=
∫ +∞

0
λe−λsds

∫ u

−u
H(u, ν−1(s), y)dy

{∫ ∆4

0
Hδ(∆4 − z;x, y)dF (z)

}

+
1
2

∫ σ2/(2δ)

0

{
Hδ

(
2ueδν(s) +

c

δ
(eδν(s) − 1);x, y

)
+ Hδ

( c

δ
(eδν(s) − 1);x, y

)}

· e−λν(s)h(u, s)ds

+
∫ u

−u

∫ +∞

0
λe−λs(F (∆4 + y)− F (∆4))I(∆4 ≤ x)H(u, ν−1(s), y)dsdr. (3.2)

这里, ∆4 = (u + r)eδs + (c/δ) · (eδs − 1).

证明: 注意到破产时赤字|Uδ(T )| = z − ∆4 ≤ y意味着引起破产的理赔量界于∆4

和∆4 + y之间, 利用定理2.1同样推导方法可得证. ¤

与定理2.2及定理2.3类似, 我们有:

定理 3.2 对于x > u > 0, 设F (z)在[0,+∞)上有连续概率密度函数, 则:

(i) Hδ(u; x, y)关于u在[0, x]上连续;

(ii) Hδ(u; x, y)关于u在(0, x) 上二次连续可微.

定理 3.3 对于x > u > 0, 设F (z)在[0,+∞)上有连续概率密度函数, 则Hδ(u; x, y)满

足如下积分–微分方程

(δu + c)
∂Hδ(u; x, y)

∂u
+

σ2

2
∂2Hδ(u; x, y)

∂u2

= λHδ(u; x, y)− λ

∫ u

0
Hδ(u− z;x, y)f(z)dz − λ(1− F (u)). (3.3)

注记 2 在公式(3.3)中令y → +∞则得到关于Fδ(u, x)的相应结果(见定理2.3);

令x → +∞则得到Gδ(u, y)满足的积分–微分方程, 见Wang等(2000). 如果令x → +∞且y

→ +∞, 则破产(或生存)概率Ψδ(u) (Ψδ(u))所满足的方程可被得到. 令σ → 0, 我们得

到Yang等(2001a)对于带确定投资回报模型下的相应结果.

§4. 一些推论

现在让我们回到风险过程(1.1), 尽管关于模型(1.1)已得到很多结果, 但关于破产前瞬

间盈余的分布F0(u; x), 及破产前瞬间盈余和破产时赤字的联合分布H0(u; x, y)的讨论一直

没有. 显然关于F0(u; x)和H0(u; x, y)的结论该是本文定理3.1–定理3.3的特例.

在定理2.1–定理2.3及定理3.1–定理3.3的证明中令δ = 0, 我们得到:
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推论 4.1 对于x > u > 0, 有

F0(u; x)

=
∫ +∞

0
λe−λsds

∫ u

−u
H(u, ν−1(s), r)dr

{∫ u+cs+r

0
F0(u + cs + r − z;x)dF (z)

}

+
1
2

∫ +∞

0
{F0(2u + cν(s) + r;x) + F0(cν(s);x)}e−λν(s)h(u, s)ds

+
∫ u

−u

∫ +∞

0
λe−λs(1− F (u + cs + r))I(u + r + cs ≤ x)H(u, ν−1(s), r)dsdr, (4.1)

H0(u; x, y)

=
∫ +∞

0
λe−λsds

∫ u

−u
H(u, ν−1(s), r)dr

{∫ u+cs+r

0
H0(u + cs + r − z;x, y)dF (z)

}

+
1
2

∫ +∞

0
{H0(2u + cν(s) + r;x, y) + H0(cν(s);x, y)}e−λν(s)h(u, s)ds

+
∫ u

−u

∫ +∞

0
λe−λs(F (u + cs + r + y)− F (u + cs + r))I(u + r + cs ≤ x)

·H(u, ν−1(s), r)dsdr, (4.2)

其中ν(s) = c/σ2.

推论 4.2 对于x > u > 0, 设F (z)在[0,+∞)上有连续概率密度函数f(z), 则:

(i) F0(u; x)和H0(u; x, y)关于u在[0, x]上连续;

(ii) F0(u; x)和H0(u; x, y)关于u在(0, x) 上二次连续可微.

推论 4.3 对于x > u > 0, 设F (z)在 [0,+∞)上有连续概率密度函数, 则F0(u; x)和

H0(u; x, y)满足如下积分–微分方程

c
∂F0(u; x)

∂u
+

σ2

2
∂2F0(u; x)

∂u2

= λF0(u; x)− λ

∫ u

0
F0(u− z;x)f(z)dz − λ(1− F (u)), (4.3)

c
∂H0(u; x, y)

∂u
+

σ2

2
∂2H0(u; x, y)

∂u2

= λH0(u; x, y)− λ

∫ u

0
H0(u− z;x, y)f(z)dz − λ(F (u + y)− F (u)). (4.4)

致谢 作者衷心感谢审稿专家和编辑老师的宝贵建议!
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Some Distributions for Risk Process Perturbed by Diffusion

under Interest Force

Zhao Xia

(Institute of Statistics and Actuary, Shandong Economic University, Ji’nan, 250014 )

We consider the risk process perturbed by diffusion under interest force in this article. The inte-

gral expressions, continuities, twice continuous differentiability and integro-differential equations about

Fδ(u; x), the distribution of the surplus immediately before ruin, and Hδ(u; x, y), the joint distribution of

the surplus immediately before ruin and the deficit at ruin are obtained. As corollaries, some distributions

for the classical risk process that is perturbed by diffusion are also considered. Certainly, it is seen that

many results in references may be derived from our conclusions by letting some constant variable zero.

Keywords: Risk process, the surplus immediatly before ruin, the deficit at ruin, twice continuous

differentiability, integro-differential equation.
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