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摘 要：针对一类参数不确定时变时滞线性系统，研究了鲁棒非脆弱 !> 控制器的设计问

题。首先利用积分不等式和引入自由权矩阵的方法，得到了系统稳定及非脆弱控制器存在的

一个充分条件；然后将其转化为线性矩阵不等式（?.@）表示，通过线性矩阵不等式的可行解构

造非脆弱控制器，保证了闭环系统渐近稳定且满足一定的 !> 干扰抑制水平，得到的稳定化条

件是依赖时滞大小且不要求时滞函数的导数信息，即适用于时滞快速变化的系统。仿真实例

表明了该方法的有效性和可行性。
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. 引 言

在实际应用中，往往要求控制系统具备稳定性

且满足相应的性能指标，而影响系统稳定的最主要

因素包括时滞和不确定性。关于不确定时滞系统的

研究，已取得了很多有意义的结论［5 V 8］。然而当控

制器本身实现过程中由于仪器精度不足和舍入误差

等因素，控制器参数会发生一定的变化。这将导致

闭环系统的稳定性被破坏以及性能下降，即控制器

本身是脆弱的。因此，关于系统鲁棒非脆弱控制器

的设计问题受到了国内外众多学者的关注［< V 2］。

W**& 等在文献［<］中首次提出了非脆弱控制器的思

想，文献［:］研究了时滞为常数的多时滞系统的鲁

棒非脆弱控制器的设计。关于不确定时变时滞线性

系统的非脆弱控制问题在文献［2］中进行了研究。

然而上述关于时变时滞系统的鲁棒非脆弱控制的研

究都是基于时滞函数倒数存在，且满足一给定的上

界（大多是针对时滞导数小于 5 的慢时滞系统），而

对于时滞函数非光滑或导数界不存在的系统却不适

用，但在一些实际系统中是很难确定时滞导数存在

与否或其确定上界。

本文通过定义新的 ?/-QF#"K 函数，使用积分不

等式和引入自由权矩阵的方法，当系统不确定性为

线性分式参数不确定性时，研究了不确定时变时滞

系统的鲁棒非脆弱 !> 控制。此方法只要求时滞函

数上方有界，不需要时滞函数的倒数信息，因此快

时滞也适用。

/ 问题描述

考虑如下不确定时变时滞系统：
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式中，"（ 7）"0* 为状态变量；%（ 7）"0: 为控制输

入向量；’（ 7）"0; 为属于 "0［1，Y >］的干扰输入；

(（ 7）"0< 为控制输出向量；时滞满足 1 [ 8（ 7）#"；



!，!"，#，$，%，%"，&，’ 分别为适当维数的常数矩

阵；!!，!!"，!#，!$，!%，!%! ，!&，!’ 分别为

不确定时变矩阵。

!! !!" !# !$

!% !%! !& !( )’
!

!!（ "） !!"（ "） !#（ "） !$（ "）

!%（ "） !%!（ "） !&（ "） !’（ "( )）
!

&"

&( )
#
!（ "）［(" (# ($ (%］ （#）

式中，

!（ "）!［ ) & *（ "）+］& " *（ "），*（ "）*’（ "）! )（$）

式中， ) & ++’ ( )。

采用非脆弱状态反馈控制器：

, !（- *!-）.（ "） （%）

式中，!- ! &#!#（ "）(# ，且!#（ "）与!（ /）有相同

形式。

!#（ "）!［ ) & *（ "）+$］
& " *（ "），*（ "）*’（ "）! )

（+）

式中， ) & +$+’
$ ( )。

注 ! 在式（$），式（+）中要求 ) & ++’ ( )，) & +$+’
$ ( )

成立，是为了保证 ) & *（ "）+ 与 ) & *（ "）+$ 的逆存在。此类

不确定性称为线性分式不确定性［,，")］。

结合式（"），式（%）可得如下闭环系统：
·.（ "）!"!.（ "）*"!!.（ " & !（ "））*"$0（ "）
1（ "）!"%.（ "）*"%!.（ " & !（ "））*"’0（ "{ ）

（-）

式中，

"! ! ! *!! *（# *!#）"-，"!! ! !! *!!.

"% ! % *!% *（& *!&）"-，"%! ! %! *!%.

"’ ! ’ *!’，"- ! - *!-

引理 ! 对给定的对称矩阵 2 !
2"" 2"#

2#" 2( )
##

，

其中，2""与 2## 均为对称阵，且 2’
"# ! 2#"，则下列

三式等价：

"2 / )
#2"" / )，2## & 2#" 2 & "

"" 2"# / )

$2## / )，2"" & 2"# 2 & "
## 2#" / )

引理 "［!#］ 对任意常矩阵 3 ( ) 和常数!( )，

向量函数 .（ "）0［)，!］#$% 可积，则有下面的不等

式成立：

$
"

"&!
.（ &）.( )& ’

3$
/

/&"
.（ &）.( )& !!$

"

"&!
.’（ &）3.（ &）.&

引理 %［!!］ 对于式（#）1 式（+）中的!（ "），以

及适当维数矩阵 4 ! 4’，2 和3，下面两式等价：

"4 * 2!3 * 3’!2’ / )
#存在"( )，使得：

4 "2 3’

"2
’ &") "+

’

3 "+ &"









)
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% 主要结论及证明

定理 ! 对于闭环系统式（-），若存在 5 ( )，

2 ( )，4 ( ) 以及矩阵 - 和正常数# ( )，使得下

面的矩阵不等式成立：

# !

3" % % % %
3# & 2 % % %
4"! 4"!! 3$ % %
"$ ’ 5 ) "$ ’4 &#) %
"% "%! ) "’ &#
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式中，

3" !"! ’ 5 * 5"! & 2；3# !"! ’
!5 * 2；

3$ !!# 2 & #4。

那么存在非脆弱状态反馈控制器式（%），使得

系统 是 渐 近 稳 定 的，且 满 足 ’3 性 能 指 标，即

& 1&# /#&0&#。

证明 为了证明方便，在本文证明过程中记

. ! .（ "），.! ! .（ " & !（ "）），.! ! .（ " &!），构造如

下 456789:; 函数：

6（.（ "），"）! 6"（.（ "），"）* 6#（.（ "），"）
6"（.，"）! .’ 5.

6#（.，"）!!$
"

"&!
（$ & " *!）·. ’（$）2·.（$）.$

·6"（.，"）! ·. ’ 5. * .’ 5·. ! .’"! ’ 5. *
.’ 5"!. * .’

!"! ’
!5. * .’ 5"!!.! *

0’"$ ’ 5. * .’ 5"$0 （<）

·6#（.，"）!!#·. ’ 2·. &!$
"

"&!

·. ’（$）2·.（$）.$!

!#·.’ 2·. &!$
"

"& !（ "）

·.’（$）2·.（$）.$!

!#·. ’ 2·. &（$
"

"& !（ "）

·. ’（$）.$）=

2（$
"

"& !（ "）

·. ’（%）.%）!!#·. ’ 2·. &

.’ 2. & .’
!2.! * .’ 2.! * .’

!2.
（,）

由式（-）易知下面等式成立：

) !·. ’4（"!. *"!!.! *"$0 &·.）*（"!. *
"!!.! *"$0 &·.）’4·. （")）

令$!［.’ .’
!

·. ’］’，结合式（<）1 式（")）可

得：

·6（.，"）!$
’

3" % %
3# & 2 %
4"! 4"!! 3









$

$/ )

则由 456789:; 稳定性定理可知，闭环系统 式
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（!）渐近稳定。在零初始条件下，引入：

! "!
#

$
（!%& !’ ! %!"’"）( " （&&）

利用系统零初始条件和系统渐近稳定性可得：

! "!
#

$
（!%& !’ ! %!"’"）( " "

!
#

$
（·#（$，"）)!%& !’ ! %!"’"）( " "

!
#

$
!

’"!( " * $

式中，!"［$’ $’
#

·$ ’ "’］’。

于是有 # !#+ *!#"#+，定理得证。

由于式（,）中的矩阵不等式还含有不确定项，

无法利用 -./ 进行求解，下面的定理将式（,）转化

成利于求解的线性矩阵不等式。

定理 ! 对 于 闭 环 系 统 式（!），若 存 在 矩 阵

% 0 $，& 0 $ 和 矩 阵 ’，正 常 数"& 0 $，"+ 0 $，

!0 $，#0 $ 使得下面的线性矩阵不等式成立：

#&& $ $ $ $ $ $ $ $
#+& % & $ $ $ $ $ $ $
#1& (#% #11 $ $ $ $ $ $
)’ $ )’ %!* $ $ $ $ $
#2& +#% $ , %!* $ $ $ $

"& -’
& $ "& -’

& $ "& -’
+ %"& * $ $ $

#,& .+ % $ .3 $ "& / %"& * $ $

"+ -’
$0’ $ "+ -’

$0’ $ "+ -’
$-’ $ "+ -’

$.’
1 %"+ * $

.$% $ $ $ $ $ $ "+ /% %"+



























*

* $ （&+）

式中，

#&& "（(% ) 0’）’ )（(% ) 0’）% &；

#+& " %(’
# ) &；#1& " (% ) 0’；

#11 " &#+ & % +$%；#2& " +% ) -’；

#,& " .& % ) .1’。

那么存在非脆弱状态反馈控制器式（3），使得

闭环系统式（!）渐近稳定，且满足 ’# 性能指标，

并且反馈增益矩阵为 1 " ’% % &。

证明 若令：

%2 "

&% $ $ $ $
(’

#3 ) 4 % 4 $ $ $
5( ) 50’1 5(# 61 $ $

)’ 3 $ )’5 %!* $
+ ) - 1 +# $ , %!















*

式中，

&% "（( ) 0’1）’ 3 ) 3（( ) 0’1）% 4；

&&& "（-’
& 3 $ -’

& 5 $ -’
+ ）’；

&&+ "（.& ) .1’1 .+ $ .3 $）。

则式（,）可表达为

%2 )&&&’（ "）&&+ )&& ’
+’’（ 7）&& ’

& * $
即：

&% $ $ $ $ $ $
(’

#3 ) 4 % 4 $ $ $ $ $
5( ) 50%15(# 61 $ $ $ $

)’ 3 $ )’5 %!* $ $ $
+ ) -’1 +# $ , %!* $ $

"& -’
& 3 $ "& -’

& 5 $ "& -’
+ %"& * $

.& ) .1’1 .+ $ .3 $ "& / %"&





















*
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同理，再令：

2 "
% $ $ $ $ $ $

(’
#3 ) 4 % 4 $ $ $ $ $

5( ) 5015(# 61 $ $ $ $
)’ 3 $ )’5 %!* $ $ $
+ ) -1 +# $ , %!* $ $

"& -’
& 3 $ "& -’

& 5 $ "& -’
+ %"& * $

.& ) .1 1 .+ $ .3 $ "& / %"&





















*

式中，

% "（( ) 01）’ 3 ) 3（( ) 01）% 4；

&& "（-’
$0’ 3 $ -’

$0’5 $ -’
$-’ $

-’
$.’

1 ）’；

&+ "（.$ $ $ $ $ $ $）。

那么式（&1）可写为

2 )&&’$（ "）&+ )&’
+’’

$（ "）&’
& * $

再次使用引理 1，并对所得的矩阵不等式左乘

和右乘(456［3 % & 3 % & 5 % & * ⋯ *］，且定义

新变量，% " 3 % &，’ " 13 % &，5 % & "#3 % &，& "
3 % & 43 % &，& "$+，即得式（&+），定理证毕。

注 ! 在式（1）和式（2）中，若令 / " $， /% " $，则可得

’$（ "）"’（ "）" 8（ "），8’（ "）8（ "）" * ，参数的线性分式形

式不确定性即变为一般文献中常见的范数有界不确定性。

相应的在式（&+）中，令 / " $， /% " $ 即可得到系统渐近稳

定，且满足 ’# 性能的充分条件。

注 " 若在式（3）中，令%1 " $，即是状态反馈增益中

没有不确定性，则此时判断系统渐近稳定且满足 ’# 性能的

充分条件为式（&1）。

·,!+·第 1 期 罗跃生等：不确定变时滞系统的鲁棒非脆弱 ’# 控制



! 仿真示例

在闭环系统式（!）中，

! "
# $ %( )% &

，!! "
# ’($ ’(%( )’ ’(%

，" "
%($( )$(’

，

# "
’ %(’( )’ ’()

，$ "
% ’( )’ %

，$! " ’，% "
’(*( )’

，

$ "
’ ’( )’(% ’

，%% " %$ "
’(* ’(%( )’ ’(*

，

&% "
’ ’( )’(* ’(&

，&$ "
’ ’( )’ ’($

，&& "
’($( )’(*

，

&" "
’(% ’( )’ ’($

，’ "
’($ ’( )’ ’(%

，

’" "
’(% ’( )’ ’(%

，( "
+,- # ’
’ +,-( )# ，&) " ’，

%) "（’(% ’(%），!（ #）" ’(* . ’(*-/0 #$，干扰 * "
［-/0（’(* #）!123（ # ’(4 #）；-/0（$ #）!123（ # #）］。

由上可见，!（ #）"%，但其导数无界，于是以前

文献中 的 方 法 由 于 要 求 导 数 信 息 而 不 适 用。取

!" $，"" %，利用本文定理 $，可得到如下可行解：

+ "
%(’45 ) ’(’)$ &( )’(’)$ & ’($&6 4

，, "
’(&)4 4 # ’(’’! )( )# ’(’’! ) ’(’6& ’

#% " ’(645 *，#$ " %(!&$ !，- "（ # ’()4$ ’
# $(6’) %），取 初 始 值 .（ #）"（ %%，%$ ）7 "（’(*，

# ’($*）7，仿真结果如图 %，图 $ 所示。

图 " 状态响应 图 # 控制信号

$%&’" ()*+,-*) ,. */0/)* $%&’# 1,-/2,3 *%&-03

注意到，定理 $ 是关于!的线性矩阵不等式约

束，于是可求得!的最优值：

+ "
$(’%’ 5 ’()6& *( )’()6& * ’(%64 4

，, "
’($*6 ’ ’(’!! %( )’(’!! % ’(’$’ )

#% " ’(%5% 6，#$ " ’(%6’ 6，最小的" " ’(%6)
)，相应的最优控制器增益为

- " ［ # ’(&!& ’ # )(5’* !］

4 结 语

本文研究了一类不确定时变时滞系统的鲁棒非

脆弱 &8 控制，给出了具有 &8 干扰抑制的非脆弱

控制器存在的一个充分条件，并转化成易于利用

9:;<:= 求解的线性矩阵不等式，得到了非脆弱控制

器求解方法。该设计方法对于无法确定时滞函数的

导数界以及导数不存在的系统也适用，于是在设计

非脆弱控制器时，可以不用考虑时滞函数的导数信

息，给设计过程带来了方便也扩大了适用范围。
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;:<-，$’’6，&$（)）：%*&’O%*&6 I

［6］ 翟丁，张庆灵，刘国义，等 I一类时滞线性系统的鲁棒非脆弱控

制器设计［>］I 控 制 与 决 策，$’’!，$%（*）：**5O*!$ I（_N:/ W/0@，
_N:0@ ‘/0@</0@，Y/? ]?,L/，’# () I Z,=?-; 0,0OJF:@/<1 +,0;F,<<1F J,F :
+<:-- ,J </01:F ;/C1OK1<:L -L-;1C-［>］I S,0;F,< :0K W1+/-/,0，$’’!，$%

（*）：**5O*!$ I）
［4］ 林波，李俊明，刘 斌

贝 I 一类参数不确定时滞系统的鲁棒非脆弱

&8 控制［>］I自动化技术与应用，$’’6，$!（)）：%)O%! I（Y/0 H,，Y/
>?0C/0@，Y/? [?0I Z,=?-; 0,0OJF:@/<1 &8 +,0;F,< J,F : +<:-- ,J ?0+1FO
;:/0 </01:F ;/C1OP:FL/0@ K1<:L -L-;1C-［ >］I 71+N0/a?1- ,J R?;,C:;/,0
:0K R33</+:;/,0-，$’’6，$!（)）：%)O%! I）

［5］ _N,? U，T10@ ]，Y:C >，’# () I Z,=?-; +,0;F,< J,F K/-+F1;1O;/C1 J?bbL -L-O
;1C- P/: =:-/-OK1310K10; YL:3?0,P J?0+;/,0-［>］I Q0J,FC:;/,0 U+/10+1-，
$’’*，%6)（&O)）：%56O$%6 I

［%’］c/1 YI X?;3?; J11K=:+G &8 +,0;F,< ,J -L-;1C- M/;N 3:F:C1;1F ?0+1FO
;:/0;L［>］I Q0; > S,0;F,<，%55!，!&（)）：6)%O6*’ I

［%%］BM,0 X 9，E:FG > DI ]?:F:0;11K +,-; +,0;F,< ,J ;/C1OK1<:L +N:,;/+ -L-O
;1C-［>］I SN:,-，U,</;/,0- :0K TF:+;:<-，$’’!，$6（)）：%%’4O%’%4 I

［%$］李江荣，李俊民 I不确定离散时滞模糊系统的广义 &$ 控制［>］I
控制工程，$’’!，%&（*）：)*$O)*! I（Y/ >/:0@F,0@，Y/ >?0C/0I ‘101F:<O
/b1K &$ +,0;F,< J,F ?0+1F;:/0 K/-+F1;1O;/C1OK1<:L J?bbL -L-;1C-［>］I S,0O
;F,< A0@/011F/0@ ,J SN/0:，$’’!，%&（*）：)*$O)*! I）

［%&］米阳，井元伟 I非匹配的不确定时滞离散系统的滑模控制［>］I
控制工程，$’’!，%&（!）：*!’O*!$ I（9/ [:0@，>/0@ [?:0M1/ I U</K/0@
C,K1 +,0;F,< J,F ;/C1OK1<:L K/-+F1;1 -L-;1C- M/;N ?0C:;+N1K ?0+1F;:/0;L

［>］I S,0;F,< A0@/011F/0@ ,J SN/0:，$’’!，%&（!）：*!’O*!$ I）

·4!$· 控 制 工 程 第 %* 卷


