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摘　要　针对任意各向异性地层，利用极向型和环向型标量位函数，导出相应的直流电视电阻率和磁电阻率的磁

场响应关系．计算了各向异性地层的直流电视电阻率和磁电阻率响应特征，重点分析了电阻率测深方法与磁电阻

率探测方法对地下各向异性介质的探测能力．文中采用状态矩阵的分析方法，首先采用极向型和环向型标量位构

造了各向异性层状介质电场与磁场的通解，利用各层界面电场、磁场的连续性及地面激励源的耦合条件，推导了不

同层之间电磁场的状态矩阵，建立了空间电场与磁场的递归计算关系．其次，针对递归计算中指数项数值计算的不

稳定性，借用状态矩阵的性质，导出了将不稳定指数计算项转化为稳定的指数项的转换关系．针对横向各向同性

（ＴＩ）介质中极向位与环向位解耦的特点，导出了电磁场的直接积分解．最后，采用解析解验证了算法的正确性，给

出了多层各向异性地层模型的视电阻率和磁场响应曲线，分析了直流电法探测裂缝性地层、估计裂缝分布性状的

可能性．
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１　引　言

电各向异性是地下介质的电性参数依赖于方向

变化的电性特征，在电磁测量中它使地下介质中产

生的电场方向偏离施加的电流方向．油气勘探及储

层评价中，如薄交互储层和裂缝性储层的评价中，电

各向异性的存在影响含油气饱和度的评价精度．因

此，各向异性问题一直为地球物理学家广泛关

注［１，２］．１９６５年，Ｍａｎｎ首先讨论了电各向异性对大

地电磁测量结果的影响［１］．Ｏ′Ｂｒｉｅｎ等
［３，４］和 Ａｓｔｅｎ

等［５］研究了横向各向同性介质中直流电响应，分析

了裂缝探测的可能性．Ｍａｔｉａｓ等
［６］讨论了倾斜地层

和各向异性地层的视电阻率响应特征，提出了视电

阻率分析各向异性参数的方法．九十年代初，Ｌｉ

等［７］讨论了方位各向异性介质的视电阻率与裂缝分

布的关系．Ｃｈｌａｍｔａｃ等
［８］和 Ａｎｄｅｒｓｏｎ等

［９］给出了

视电阻率与地层真电阻率之间的相关关系，为建立

正确的地层电阻率解释模型奠定了基础．Ｐａｌ等
［１０］

和Ｙｉｎ等
［１１，１２］利用电偶极子源的电磁响应，分析了

方位 电 阻 率 反 演 电 各 向 异 性 参 数 的 可 能 性．

Ｗｅｉｄｅｌｔ
［１３］和Ｓｉｎｈａ

［１４］分别讨论了各向异性地层的

形成机理和方位各向异性介质与ＴＩ介质电磁响应

的差异，指出了探测各向介质的可能性．最近，

Ｌｏｓｅｔｈ等
［１５］、Ｔｏｍｐｋｉｎｓ等

［１６］和Ｋｏｎｇ等
［１７］研究了

各向异性对可控源海洋电磁响应的影响，建立了识

别含油气层的各向异性模型．在测井数据处理和解

释中，Ｋｕｎｚ等
［１８］和 Ｇｒａｃｉｅｔ等

［１９］研究了电各向异

性地层感应测井电阻率的校正方法，Ｗａｎｇ等
［２０］和

Ｗｅｉｓｓ等
［２１］建立了各向异性电阻率、地层倾角与方

位角的反演方法．因此，在地层真电阻率计算和储层

流体性质判别方面，地层各向异性研究已成为地电

解释的热点．然而，在我国，电磁探测数据的处理解

释还主要基于各向同性模型，各向异性研究还不多．

汤井田等［２２］提出了用电阻率测量的歧离率识别高

阻油气藏边界的方法，初步显示了油气应用的可能

性．强建科等
［２３］用有限元算法模拟了带地形的三维

电阻率响应，为实测数据处理奠定了基础．魏宝君

等［２４］和薛国强等［２５］分别讨论了频域和时域电磁响

应灵敏度的分布，为选择有效的电磁探测方法提供

了依据．为提高电磁测量的处理解释精度，必须以各

向异性介质模型为基础，研究其电磁响应特征，建立

相应的反演解释模型．

本文给出了任意各向异性地层的电磁响应计算

方法，分析了电磁探测方法对各向异性地层的分辨

能力和探测精度．电磁响应算法方面，借鉴了 Ｙｉｎ

等［１１］的方法，对其中某些关系的错误进行了修正，

通过视电阻率和磁电阻率响应的计算，分析了地面

直流电勘探对裂缝等各向异性地层的探测能力．文

中采用极向和环向两个标量位构造了各向异性地层

电磁场响应的通解，利用电磁场在层界面的连续性

条件和激励源的耦合条件，导出了不同层之间电磁

场传播的状态矩阵，建立了空间电磁场的递归计算

关系．针对递归计算中指数项数值计算的不稳定性，

利用状态矩阵的性质，提出了稳定化处理方法．针对

极向位与环向位在横向各向同性（ＴＩ）介质中解耦

的特点，采用直接积分法计算磁场．最后，采用解析

解验证了算法的正确性，给出了２层及多层各向异

性地层模型的电磁响应，分析了直流电法探测裂缝

性地层、估计裂缝分布性状以及砂泥岩交互层真电

阻率的可行性．
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２　各向异性介质中电磁场方程

在直流电勘探中，电磁场及电流密度满足如下

麦克斯韦（Ｍａｘｗｅｌｌ）方程
［２６］：

Δ

×犈＝０，　

Δ

·犑＝０， （１ａ）

Δ

×犎＝犑，　

Δ

·犅＝０， （１ｂ）

犑＝σ
⌒
犈＋犑犲，　σ

⌒
＝ρ

⌒－１，

ρ
⌒
＝

ρ狓狓 ρ狓狔 ρ狓狕

ρ狓狔 ρ狔狔 ρ狔狕

ρ狓狕 ρ狔狕 ρ

熿

燀

燄

燅狕狕

，
（１ｃ）

式中，μ是磁导率，等于μ０＝４π×１０
－７Ｈ／ｍ；σ

⌒ 是电

导率张量，单位为Ｓ／ｍ，ρ
⌒ 是相应的电阻率张量，单

位为Ωｍ；犈和犎 分别是电场和磁场，单位分别为

Ｖ／ｍ和Ａ／ｍ；犑和犑犲 分别是总电流密度和源电流

密度，单位都为 Ａ／ｍ２．在地面以上的空气层，假设

电导率张量为σ
⌒
＝［］０ ，且地下介质为非磁性物质，

即犎＝犅／μ０，犅为磁感应，单位为Ｔ．

２．１　电磁场的标量位表达及基本解

根据供电电流性质及地下介质的线性假设，电流

密度与磁场可表示成螺线型与极向型两个标量位［１０］：

犑＝

Δ

×（狕
⌒
犜Ｊ）＋

Δ

×

Δ

×（狕
⌒
犘Ｊ），

犎＝

Δ

×（狕
⌒
犜Ｈ）＋

Δ

×

Δ

×（狕
⌒
犘Ｈ）， （２）

式中，狕⌒ 是垂直方向的单位矢量，水平地面为狕⌒ 坐标

的原点．在地面以上的半空间空气绝缘，没有传导电

流，因此有：犜Ｊ＝０，犘Ｊ＝０（狕≤０）．

为讨论方便并借助快速算法，电磁场求解均在

水平方向狓和狔 的波数域进行．对（２）的电流密度

与磁场矢量取狓和狔 方向的两维Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，得

到场分量的波数域关系：

珟犉（狌，狏）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞

犉（狓，狔）ｅ
－ｉ（狌狓＋狏狔）ｄ狓ｄ狔， （３）

珘犑＝

ｉ（狏珦犜Ｊ＋狌珟犘′Ｊ）

ｉ（－狌珦犜Ｊ＋狏珟犘′Ｊ）

犽２犘

熿

燀

燄

燅Ｊ

，

珦犎 ＝

ｉ（狏珦犜Ｈ＋狌珟犘′Ｈ）

ｉ（－狌珦犜Ｈ＋狏珟犘′Ｈ）

犽２犘

熿

燀

燄

燅Ｈ

， （４）

式中，犽
⌒

＝狌狓
⌒
＋狏狔

⌒是水平方向的波数矢量，犽＝狘犽
⌒

狘，

珟犉′表示对狕的导数．

由（１ｂ）第一式知道，狕⌒·（

Δ

×犎－犑）＝０，

狕
⌒·

Δ

×（

Δ

×犎－犑［ ］）＝０，将算子展开得到：

犜Ｈ ＝犘Ｊ，　犜Ｊ＝－

Δ

２犘Ｈ， （５）

对（５）式的二维Ｆｏｕｒｉｅｒ变换为

珦犜Ｈ ＝珟犘Ｊ，珦犜Ｊ＝犽
２珟犘Ｈ－珟犘″Ｈ， （６）

由（１ａ）得，

狕
⌒·（

Δ

×犈）＝狕
⌒·

Δ

×（珘ρ犑［ ］）＝０，

狕
⌒·

Δ

×（

Δ

×犈［ ］）＝狕
⌒·

Δ

×

Δ

×（珘ρ犑［ ］）＝０．

同样对两式展开并取狓和狔方向的两维Ｆｏｕｒｉｅｒ变

换，整理得：

犱珟犘″Ｊ＋２犲珟犘′Ｊ－（犮
２
＋犪犳）珟犘Ｊ＝０， （７）

－珟犘″Ｈ＋犽
２珟犘′Ｈ＝ （犮犽

２珟犘Ｊ－犫犘′Ｊ）／犪＝珦犜Ｊ， （８）

式中，犪＝狏
２

ρ狓狓－２狌狏ρ狓狔＋狌
２

ρ狔狔，犮＝ｉ（狏ρ狓狕－狌ρ狔狕），

犫＝ （狏
２
－狌

２）ρ狓狔 ＋狌狏（ρ狓狓 －ρ狔狔），犱＝ρ狓狓ρ狔狔 －ρ
２
狓狔，

犲＝ｉ狏（ρ狓狕ρ狓狔 －ρ狔狕ρ狓狓）＋ｉ狌（ρ狔狕ρ狓狔 －ρ狓狕ρ狔狔），犳＝ρ狕狕

解（７）、（８）式便可得到电磁场标量位的基本解．

２．２　地层界面电磁场的连续性条件

由于地下地层界面上电场犈切向分量连续，由

电流密度犑的垂向分量及磁场犎 的连续性知道：

珟犘［ ］Ｈ ＝０，　 珟犘′［ ］Ｈ ＝０，

珟犘［ ］Ｊ ＝０，　 犱珟犘′Ｊ＋犲珟犘（ ）Ｊ ／［ ］犪 ＝０， （９）

式中，［　］表示界面两边电磁场标量位的连续变化，

在直流测量中，由于犈是位场，自然满足狕⌒·（犽
⌒

×犈）

＝０．电场切向分量连续，需要加上犽
⌒
·犈＝０的条

件，由此导出了（９）式的第四个关系．

３　地面电流源的耦合条件

在地面狕＝０处的两个点电流源＋犐（狉犃 ＝（狓犃，

狔犃，０））和－犐（狉犅 ＝ （狓犅，狔犅，０））位置，电流密度犑

满足关系［２１］：

　

Δ

·犑＝犐δ２（狉－狉犃）－δ２（狉－狉犅［ ］）δ（狕），（１０）

式中，δ２（·）表示在狓，狔平面上的二维狄拉克δ函

数式，犐为供电电流，单位Ａ．在地面狕＝０处，从狕＝

０－到狕＝０＋积分，由于空气中电流密度为零，即犑（狕

＝０－）＝０，相应地电流密度的垂向分量犑狕（狕＝０
＋）

在空间域和波数域的关系分别为：

犑狕（狕＝０
＋）＝犐δ２（狉－狉犃）－δ２（狉－狉犅［ ］）， （１１）

　　　　珟犑狕（犽，０
＋）＝犐ｅ－

ｉ犽
⌒·狉犃 －ｅ

－ｉ犽
⌒·狉［ ］犅 ， （１２）

由方程（４）与场的连续性条件（９）式得到地表面上下

两侧的位函数 珟犘［ ］Ｊ
狕＝０

＋

狕＝０
－ 为

　　 珟犘［ ］Ｊ
狕＝０

＋

狕＝０
－ ＝犇Ｊ＝珟犘Ｊ（犽，０

＋）

＝犐ｅ
－ｉ犽
⌒·狉犃 －ｅ

－ｉ犽
⌒·狉［ ］犅 ／犽２， （１３）

对于导线连接的两个点电流源，导线周围水平

磁场分量出现不连续，由方程（４）知道，磁场的水平

分量可表示为珦犎ｈ ＝ 珮犎狓狓
⌒

＋珮犎狔狔
⌒，即珦犎ｈ ＝ｉ（犽

⌒

×
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狕
⌒）珟犘Ｊ＋ｉ犽

⌒珟犘′Ｈ，两边同时作ｉ犽
⌒
的标量积得到：

珟犘′Ｈ＝－ｉ犽
⌒
·珦犎ｈ／犽

２，

珟犘′［ ］Ｈ
＋

－＝－ｉ犽
⌒
· 珦犎［ ］ｈ

＋

－
／犽２， （１４）

若连接两个点电流源的导线为直线，且其单位矢量

为犱
⌒

＝（狉
⌒
Ａ－狉

⌒
Ｂ
）／狘狉

⌒
Ａ－狉

⌒
Ｂ狘，则由ＢｉｏｔＳａｖａｒｔ定

律，磁场的水平分量的空间域与波数域解为［２７］：

　　犎ｈ（狉，狕）＝
犐（犱

⌒

×狕
⌒）狕

４π ∫
狉
Ａ

狉
Ｂ

ｄ狊０

狘狉－狉０狘
３
， （１５）

珦犎ｈ（犽，狕）＝
犐
２
（犱
⌒

×犈
⌒）ｓｉｇｎ（狕）∫

狉
Ａ

狉
Ｂ

ｅ－ｉ犽狉０－犽 狕 ｄ狊０，（１６）

式中，狉＝（狓，狔，狕），狉０＝（狓０，狔０，０），ｄ狊０是线元长度．

同样，在地面狕＝０处，水平磁场的计算关系为

珦犎ｈ（珔犽，狕［ ］）＋
－ ＝犐（犱

⌒

×狕
⌒）∫

狉
Ａ

狉
Ｂ

ｅ－ｉ犽狉０ｄ狊０

＝犐（犱
⌒

×狕
⌒）ｅ

－ｉ犽
⌒·狉
⌒

Ａ －ｅ
－ｉ犽
⌒·狉
⌒

Ｂ

－ｉ（犽
⌒
·犱

⌒）
， （１７）

犇Ｈ ＝ ［珟犘′Ｈ］
＋

－＝犐
犽
⌒
·（犱

⌒

×狕
⌒）

犽２（犽
⌒
·犱

⌒）
ｅ－ｉ犽

⌒·狉
⌒

Ａ －ｅ
－ｉ犽
⌒·狉
⌒

（ ）Ｂ ，

（１８ａ）

对于 （犽
⌒
·犱

⌒）＝０的特殊情况，（１８ａ）可简化为：

犇Ｈ ＝ ［珟犘′Ｈ］
＋

－＝
犐

犽２
犽
⌒
·（犱

⌒

×狕
⌒）ｅ－ｉ犽

⌒·（狉
⌒

Ａ
＋狉
⌒

Ｂ
）／２ ，（１８ｂ）

特别地，在地面狕＝０处：

　　　　犇Ｈ ＝ ［珟犘′Ｈ］
＋

－＝犘′Ｈ（０
＋）－犘′Ｈ（０

－）

＝犘′Ｈ（０
＋）－犽犘Ｈ（０）． （１８ｃ）

４　各向异性层状介质中珟犘Ｊ（犽，狕）和

珟犘Ｈ（犽，狕）的稳定计算

４．１　珟犘Ｊ（犽，狕）的计算

考虑图１所示的各向异性层状介质模型，各层

图１　任意各向异性层状地层模型

Ｆｉｇ．１　Ｌａｙｅｒｅａｒｔｈｍｏｄｅｌｗｉｔｈａｒｂｉｔｒａｒｙ

ｅｌｅｃｔｒｉｃａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

厚度、界面深度及电阻率张量参数如图所示．各层的

标量位珟犘Ｊ（犽，狕）必须满足两个条件：即，层界面之间

场的连续性条件及地面的源耦合条件．

由方程（７）知道，在第犾层内部珟犘Ｊ（犽，狕）的通解

可以表示为珟犘Ｊ～ｅｘｐ（－α犾狕），代入方程（７）得：

犱犾α
２
犾 －２犲犾α犾－（犮２＋犪犾犳犾）＝０　（α

±
犾 ＝β犾±γ犾），

（１９）

其中，β犾＝犲犾／犱犾，γ犾＝ （犮２犾＋犪犾犳犾槡 ）／犱犾＝ 犪犾ｄｅｔρ槡 犾／犱犾，

ｄｅｔρ犾是电阻率张量的行列式值．

由电阻率张量的正定性知道，犱犾＞０，β犾为纯虚数．

对于犽＞０，必有γ犾＞０．这样在第犾层内，珟犘Ｊ 的

完整解为：

珟犘Ｊ（狕）＝犃
＋
犾ｅ

－α
＋
犾
（狕－狕犾

）
＋犃

－
犾ｅ

－α
－
犾
（狕－狕犾

），

狕犾＜狕＜狕犾＋１， （２０）

式中，“＋、－”号分别代表上行波和下行波，犃＋
犾 和

犃－
犾 分别是上行波和下行波的幅度，犪

＋
犾 和犪

－
犾 分别

是上行波和下行波的波数．在最下层没有向上的反

射波，即犃犔＝０．应用珟犘Ｊ的两个连续性条件，在犾层

与犾＋１的界面狕＝狕犾＋１处，由（９）式 珟犘［ ］Ｊ ＝０，

犱珟犘′Ｊ＋犲珟犘（ ）Ｊ ／［ ］犪 ＝０得：

犃＋犾ｅ
－α
＋
犾犺犾 ＋犃

－
犾ｅ

－α
－
犾犺犾 ＝犃

＋
犾＋１＋犃

－
犾＋１， （２１）

犱犾珟犘′Ｊ（狕
＋
犾）＋犲犾珟犘′Ｊ（狕

－
犾）

犪犾
＝
犱犾＋１珟犘′Ｊ（狕

＋
犾＋１）＋犲犾＋１珟犘′Ｊ（狕

－
犾＋１）

α犾＋１
，

（２２）

将式（２０）代入（２１）和（２２）式，令ξ犾 ＝ ｄｅｔρ
⌒

犾／犪槡 犾 ，

整理得到各层电磁场传播的矩阵形式：

ｅ－α
＋
犾犺犾 ｅ－α

－
犾犺犾

ξ犾ｅ
－α
＋
犾犺犾 －ξ犾ｅ

－α
－
犾犺

熿

燀

燄

燅犾

犃＋犾

犃－
［ ］

犾

＝
１ １

ξ犾 －ξ犾＋
［ ］

１

犃＋犾＋１

犃－犾＋
［ ］

１

，

（２３）

若令犅犾 ＝ξ犾
犃＋
犾 －犃

－
犾

犃＋
犾 ＋犃

－
犾

，犅犾＋１ ＝ξ犾＋１
犃＋犾＋１－犃

－
犾＋１

犃＋犾＋１＋犃
－
犾＋１

，犾＝

１，…，犔－１，在最下层没有反射波场，得到犅犔＝ξ犔．

利用场的连续性条件和犅犾 与ξ犾 的关系，上行波及

下行波的幅度可表示为：

犃＋犾 ＝
（ξ犾＋犅犾＋１）（犃

＋
犾＋１＋犃

－
犾＋１）ｅ

α
＋
犾犺犾

２ξ犾
，

犃－犾 ＝
（ξ犾－犅犾＋１）（犃

＋
犾＋１＋犃

－
犾＋１）ｅ

α
－
犾犺犾

２ξ犾
， （２４）

消去犃＋犾，犃
－
犾 及利用犅犾与犅犾＋１ 之间的关系得：

犅犾 ＝ξ犾
犅犾＋１＋ξ犾ｔａｎｈ（狉犾犺犾）

ξ犾＋犅犾＋１ｔａｎｈ（狉犾犺犾）
，（犾＝１，…，犔－１）（２５）

利用（２５）的递归关系，由最下层的犅犔 ＝ξ犔，计算出

各层的犅犾（犾＝１，…，犔－１），并且由犅１和犃
＋
１ ＋犃

－
１
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＝犇Ｊ及犅１＝ξ１
犃＋１－犃

－
１

犃＋１＋犃
－
１

，可以得到犃＋１ ＝ξ
１＋犅１
２ξ１

犇Ｊ，

犃－１ ＝ξ
１－犅１
２ξ１

犇Ｊ，

珟犘′Ｊ（０
＋）＝－（β１＋γ１犅１／ξ１）犇Ｊ， （２６）

４．２　珟犘Ｈ（犽，狕）的计算

为计算磁场，还须用珟犘Ｈ（犽，狕）．由珦犜Ｊ＝犽
２珟犘Ｈ－

珟犘″Ｈ及式（１８ｃ），可以将珟犘Ｈ（犽，狕）表示成如下积分形

式［２８］：

２犽珟犘Ｈ（狕０）＝∫
＋∞

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽狘狕－狕０狘ｄ狕－犇Ｈｅ

－犽狘狕０狘 ，（２７）

对地面以上介质，狕０ ＜０和狕０ ≥０分别有：

　　２犽珟犘Ｈ（狕０）＝∫
＋∞

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽（狕－狕０

）
ｄ狕－犇Ｈｅ

犽狕
０，

（狕０ ＜０），（２８）

２犽珟犘Ｈ（狕０）＝∫
狕
０

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
犽（狕－狕０

）
ｄ狕

　＋∫
∞

狕
０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽（狕－狕０

）
ｄ狕－犇Ｈｅ

－犽狕０，（狕０ ≥０），（２９）

（２８）和（２９）对狕０ 求导：

２珟犘′Ｈ（狕０）＝∫
＋∞

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽（狕－狕０

）
ｄ狕

－犇Ｈｅ
犽狕
０，（狕０ ＜０）， （３０）

２珟犘′Ｈ（狕０）＝－∫
狕
０

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
犽（狕－狕０

）
ｄ狕

　＋∫
∞

狕
０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽（狕－狕０

）
ｄ狕＋犇Ｈｅ

－犽狕０，（狕０ ≥０），（３１）

对于式（３０）、（３１）中的∫
＋∞

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽狕ｄ狕，由（８）

式第二个关系（犮犽２珟犘Ｊ－犫犘′Ｊ）／犪＝珦犜Ｊ求取，详细导出

过程见附录Ａ．

４．３　横向各向同性（ＴＩ）介质中珟犘Ｈ（犽，狕）的计算

由（７）和（８）式的系数定义知道，横向各向同性

（ＴＩ）介质中，犫＝０，犮＝０，因此，珦犜Ｊ＝０，方程（３０ａ）、

（３０ｂ）和（３０）、（３１）退化为
［２９］：

２犽珟犘Ｈ（狕０）＝－犇Ｈｅ
犽狕
０　（狕０ ＜０），

２犽珟犘Ｈ（狕０）＝－犇Ｈｅ
－犽狕０，　（狕０ ≥０），

（３２）

２珟犘′Ｈ（狕０）＝－犇Ｈｅ
犽狕
０　（狕０ ＜０），

２珟犘Ｈ（狕０）＝犇Ｈｅ
－犽狕０，　（狕０ ≥０）．

（３３）

５　电流密度及电磁场的标量位表示

得到了标量位的值，代入式（４）即得到电流密

度、磁场及电场的计算关系：

　　　　

珟犑狓（０
＋）

珟犑狔（０
＋）

珟犑狕（０
＋

熿

燀

燄

燅）

＝

ｉ｛狏犮１犽
２珟犘Ｊ（０

＋）＋（狌犪１－狏犫１）珟犘′Ｊ（０
＋）｝／犪１

ｉ｛－狌犮１犽
２珟犘Ｊ（０

＋）＋（狏犪１＋狌犫１）珟犘′Ｊ（０
＋）｝／犪１

犽２珟犘′Ｊ（０
＋

熿

燀

燄

燅）

，

（３４）

珮犎狓（０
＋）

珮犎狓（０
－）

珮犎狔（０
＋）

珮犎狔（０
－）

珮犎狕（０

熿

燀

燄

燅）

＝

ｉ｛狏珟犘Ｊ（０
＋）＋狌珟犘′Ｈ（０

＋）｝

ｉ狌犽珟犘Ｈ（０）

ｉ｛－狌珟犘Ｊ（０
＋）＋狏珟犘′Ｈ（０

＋）｝

ｉ狏犽珟犘Ｈ（０）

犽２珟犘Ｈ（０

熿

燀

燄

燅）

，（３５）

空间域的场通过二维Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换得到：

犉（狓，狔）＝
１

２π∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞

珟犉（狌，狏）ｅｉ
（狌狓＋狏狔）ｄ狌ｄ狏．

（３６）

由水平电场与视电阻率关系，可以得到各向异

性地层的视电阻率［２７］：

ρａ（狉）＝犌
犈狉（０

＋）

犐
，犈狉（０

＋）＝ 犈２狓（０
＋）＋犈

２
狔（０

＋
槡 ），

　　（狉＝ 狓２＋狔槡
２）， （３７）

犌为电极系系数，对于供电电极间距为２犔的测深

装置犌＝π犔
２．

６　数值模拟结果及分析

为了检验上述各向异性地层视电阻率响应特征

分析方法的正确性和精度，首先设计了图２ａ所示的

均匀各向异性地层，沿层面方向和垂直层面方向的

电阻率分别为ρＴ＝２５Ωｍ和ρＮ＝１００Ωｍ，地层层

面与水平面的夹角为４５°，地层走向沿狔轴方向．采

用Ｓｃｈｌｕｍｂｅｒｇｅｒ直流电测深装置
［３０］，供电电极之

间的距离２犔＝６０ｍ，测线以犗点为原点，采用１５０

增量测量２４个方位电阻率．图２ｂ给出了本文的模

拟视电阻率与解析解对比．图中采用了视电阻率ρａ

与各向异性地层电阻率的几何平均ρＭ＝ ρＴρ槡 Ｎ
的

比值 ρａ／ρ（ ）Ｍ 显示．通常这种显示方式被称为极向

图或Ａｒｇａｎｄ图
［２２］．图中各点与原点犗的矢径长度

显示了视电阻率ρａ的大小，矢径方向表示测线的方

位．图中结果可以看到，离散点的数值解与解析结果

一致．这里需要指出的是，对于α＝０°，即横向各向同

性介质，所有方向的测线得到的电阻率ρａ等于各向

异性地层电阻率的几何平均ρａ＝ρＭ
，因此在水平砂

泥交互储层或水平裂缝层中，利用电测深方法得到

的电阻率小于实际地层的真电阻率，使视电阻率ρａ

计算得到的含油气饱和度偏低．另外，由于电各向异

性地层沿层面方向与垂直层面方向电阻率的差异，
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图２　均匀各向异性地层模型（ａ）和文中计算结果与解析解对比（ｂ）

Ｆｉｇ．２　Ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｌａｙｅｒｅａｒｔｈｍｏｄｅｌｗｉｔｈｅｌｅｃｔｒｉｃａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ（ａ）ａｎｄ

ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｔｈａｔｏｆｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｂ）

视电阻率ρａ在极向图（Ａｒｇａｎｄ图）上表现出明显的

反常现象［３０，３１］，即沿地层走向的测线得到的视电阻

率ρａ最大，沿地层倾向的测线得到的地层视电阻率

ρａ最小，这也是利用电测深方法可以研究各向异性

地层分布的物理基础．

其次，为了考察在各向同性背景地层中，直流电

测深方法对各向异性地层的探测能力，设计了图３ａ

所示的两层地层模型，上部的水平各向异性地层（α

＝４５°）覆盖于下部均匀各向同性地层之上，利用不

同的电极距计算视电阻率ρａ．上部各向异性地层的

电阻率参数与图１模型参数相同，下部的均匀各向

同性地层的电阻率为ρ２＝１５０Ωｍ．图３ｂ给出了不

同测线方向与不同电极距时视电阻率ρａ的结果．图

３ｂ中看到，对应所有电极距，测量得到的视电阻率

ρａ都显示了椭圆分布．对应于小电极距，测量得到的

视电阻率主要反映上部各向异性层的电阻率．随着

电极距的增大，探测深度增加，视电阻率ρａ 受到下

部各向同性地层的影响，尽管视电阻率仍呈椭圆形

分布，但视电阻率值明显变大．长轴方向仍指示各向

异性地层走向，短轴指示各向异性地层倾向．对于这

种情况，用视电阻率ρａ的响应容易发现各向异性地

层的存在．利用图３ａ所示的地层模型并将上部的各

向异性参数换到下伏层，则利用图３ａ和转换后的地

层模型分别得到图４ａ和图４ｂ的磁电阻率测量响应，

图３　顶部各向异性二层模型（ａ）和不同测线方向与不同电极距的视电阻率结果（ｂ）

Ｆｉｇ．３　Ｔｗｏｌａｙｅｒｅａｒｔｈｍｏｄｅｌｗｉｔｈｅｌｅｃｔｒｉｃａｎｉｓｏｔｒｏｐｙｉｎｔｈｅｕｐｐｅｒｌａｙｅｒ（ａ）ａｎｄｔｈｅａｐｐａｒｅｎｔ

ｒｅｓｉｓｔｉｖｉｔｙｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｌｅｃｔｒｏｄｅｄｉｓｔａｎｃｅｓａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌｉｎｅａｚｉｍｕｔｈｓ（ｂ）
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图４　顶部（ａ）和底部（ｂ）各向异性二层模型不同测线方向与不同电极距的磁场分布

Ｆｉｇ．４　Ｍａｇｎｅｔｏｍｅｔｒｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆａｔｗｏｌａｙｅｒｅａｒｔｈｍｏｄｅｌｗｉｔｈｅｌｅｃｔｒｉｃａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

ｉｎｔｈｅｕｐｐｅｒｌａｙｅｒ（ａ）ａｎｄｔｈａｔｏｆａｌｏｗｅｒａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃｔｗｏｌａｙｅｒｅａｒｔｈｍｏｄｅｌｏｆ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｌｅｃｔｒｏｄｅｄｉｓｔａｎｃｅｓａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌｉｎｅａｚｉｍｕｔｈｓ（ｂ）

两者分别对应不同方向测线与不同电极距的磁场分

布．图中看到，对应小电极距，测得的磁场都显示椭

圆分布，而对应于大电极距，磁场基本呈圆形分布．

而且，随着电极距增大，探测深度增加，磁场的电各

向异性响应特征变弱．两个结果对比得知，顶部存在

各向异性层时，小电极距对应的椭圆形响应更为明

显．与视电阻率响应相比，磁电阻率测量尽管能判断

各向异性地层的存在，但对参数分辨率较低．

利用图５ａ模型的参数，下部各向异性地层倾角

为（α＝４５°）．图５ｂ给出了不同测线方向与不同电极距

时视电阻率结果．对应于小电极距（犔／犎≤２），测量得

到的视电阻率主要反映上部各向同性层的电阻率．

随着电极距的增大（犔／犎＞２），探测深度增加，视电

阻率受到下部各向异性地层的影响，视电阻率呈椭

圆形分布，而且长轴指示各向异性地层走向，短轴指

示各向异性地层倾向．因此，对于这种情况，通过适当

选择电极距，可以描述各向异性地层的分布．

利用图６ａ的中间低阻各向异性三层模型，地层

倾角为（α＝４５°），图６ｂ给出了不同测线方向与不同

电极距的磁场分布．图中结果可以看到，对应小电极

距，测量得到的磁场显示了椭圆分布．对应于大电极

距，随探测深度增加，测量得到的磁场受下部各向同

性层的影响，磁场呈圆形分布．对于这种情况，用只

有适当选择电极距，才能发现各向异性地层的存在．

图５　底部低阻各向异性二层模型（ａ）和不同测线方向与不同电极距的视电阻率结果（ｂ）

Ｆｉｇ．５　Ｔｗｏｌａｙｅｒｅａｒｔｈｍｏｄｅｌｗｉｔｈｅｌｅｃｔｒｉｃａｎｉｓｏｔｒｏｐｙｉｎｔｈｅｌｏｗｅｒｌａｙｅｒ（ａ）ａｎｄｔｈｅａｐｐａｒｅｎｔ

ｒｅｓｉｓｔｉｖｉｔｙｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｌｅｃｔｒｏｄｅｄｉｓｔａｎｃｅｓａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌｉｎｅａｚｉｍｕｔｈｓ（ｂ）
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图６　中间低阻各向异性三层模型（ａ）和不同测线方向与不同电极距的磁场分布（ｂ）

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｒｅｅｌａｙｅｒｅａｒｔｈｍｏｄｅｌｗｉｔｈｅｌｅｃｔｒｉｃａｎｉｓｏｔｒｏｐｙｉｎｔｈｅｍｉｄｄｌｅｌａｙｅｒ（ａ）ａｎｄ

ｔｈｅａｐｐａｒｅｎｔｒｅｓｉｓｔｉｖｉｔｙｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｌｅｃｔｒｏｄｅ

ｄｉｓｔａｎｃｅｓａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌｉｎｅａｚｉｍｕｔｈｓ（ｂ）

７　结　论

本文从 Ｍａｘｗｅｌｌ方程出发，导出用极向和环向

两个标量位构造的电磁场关系，研究了任意各向异

性层状地层的视电阻率和磁电阻率响应，用均匀各

向异性模型和各向异性多层模型，分析了直流电测

深方法和磁电阻率方法对裂缝等各向异性地层的探

测能力．文中采用了极向和环向两个标量位表达了

各向异性地层电流密度与磁场的计算关系，用地下

地层界面的电磁场切向分量连续性条件及激励源的

耦合条件，导出了不同层之间电场与磁场的传播矩

阵，建立了波数域电场与磁场的递归计算关系．为检

验算法的正确性，采用均匀各向异性介质的解析解

与数值计算结果对比，验证了算法的正确性．给出了

多层各向异性地层模型的视电阻率和磁电阻率响

应．从多层模型的结果得到了如下认识：

（１）对于各向异性地层，不同方位的测线得到的

视电阻率和磁电阻率在极向图上表现出明显的反常

现象，即沿地层走向的测线视电阻率最大，沿地层倾

向视电阻率最小，这是利用电测深方法研究各向异

性地层分布的物理基础．

（２）对于磁电阻率方法，在小电极距时，磁场对

各向异性层响应较为明显，随着电极距的增大，探测

深度增加，磁场对电各向异性响应变弱．与视电阻率

响应相比，磁电阻率测量，尽管可以发现各向异性地

层的存在，对参数分辨率较低．

（３）三层模型结果显示，即使在各向同性围岩

中，只要选择合适的电极距，各向异性地层的响应仍

然较为明显，而且视电阻率的椭圆长短轴仍与各向

异性地层的走向和倾向关系密切，利用这一特征可

以研究地下各向异性地层的参数分布．

总之，通过精心设计观测系统，利用直流电测深

和磁电阻率法可以探测裂缝性地层、估计裂缝分布

性状及倾斜地层的电性参数．对于复杂各向异性地

层的电性参数反演将在后续的文章中讨论．

附录犃：珟犘Ｊ（犽，狕）的稳定计算

由（２７）式得：

ξ犾－犅犾＋１

ξ犾－犅犾
ｅ－γ犾犺犾 ＝ξ

犾＋犅犾＋１

ξ犾＋犅犾
ｅ＋γ犾犺犾，　ξ

犾－犅犾＋１

ξ犾－犅犾
ｅ－α

＋
犾犺犾 ＝ξ

犾＋犅犾＋１

ξ犾＋犅犾
ｅ－α

－
犾犺犾， （Ａ１）

珦犜Ｊ（狕）＝
犮犾犽

２珟犘Ｊ（狕）

犪犾
－
犫犾珟犘′Ｊ（狕）

犪犾
，（狕犾＜狕＜狕犾＋１）， （Ａ２）

珟犘Ｊ（狕
－
犾＋１）

珟犘Ｊ（狕
－
犾）
＝ ξ

犾＋犅犾

ξ犾＋犅犾＋１
ｅ－α

＋
犾犺犾，　

珟犘Ｊ（狕
＋
犾）

珟犘Ｊ（狕
－
犾）
＝ ξ

犾＋犅犾

ξ犾＋犅犾＋１
β犾ξ犾＋γ犾犅犾＋１

β犾ξ犾＋γ犾犅犾
ｅ－α

＋
犾犺犾， （Ａ３）
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珟犘Ｊ（狕
－
犾＋１）＝

１

犪犾犱犾＋１
犪犾＋１犱犾珟犘′Ｊ（狕

＋
犾）＋ 犪犾＋１犲犾－犪犾犲犾＋（ ）１ 珟犘Ｊ（狕

＋
犾｛ ｝）， （Ａ４）

珟犘Ｊ（狕）

珟犘Ｊ（狕
－
犾）
＝ ξ

犾＋犅犾

ξ犾＋犅犾＋１

（ξ犾＋犅犾＋１）ｅ
－α
＋
犾
（狕－狕犾

）
＋（ξ犾－犅犾＋１）ｅ

－α
＋
犾犺犾＋

（－α
－
犾
（狕犾＋１－狕

））

２ξ犾
， （Ａ５）

珟犘′Ｊ（狕）

珟犘′Ｊ（狕犾
－）
＝ ξ犾＋犅犾

ξ犾＋犅犾＋１

α
＋
犾（ξ犾＋犅犾＋１）ｅ

－α
＋
犾
（狕－狕犾

）
＋α

－
犾（ξ犾－犅犾＋１）ｅ

－α
＋
犾犺犾＋α

－
犾
（狕犾＋１－狕

）

２β犾ξ犾＋γ犾犅（ ）犾
， （Ａ６）

在最下层犔有：
珟犘′Ｊ（狕）

珟犘′Ｊ（狕犾）
＝
珟犘′Ｊ（狕）

珟犘′Ｊ（狕犾
－）
＝ｅ

－α
＋
犔
（狕－狕犔

）
．

附录犅：珟犘Ｈ（犽，狕）的稳定计算（狕０＜０）

对地面以上介质，即狕０＜０的情况，需要考察∫
＋∞

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽狕ｄ狕的计算．

（１）一层介质

对地面以上观测狕０＜０有：

２犽珟犘Ｈ（狕０）＝∫
＋∞

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽（狕－狕０

）
ｄ狕－犇Ｈｅ

犽狕
０，（狕０ ＜０）， （Ｂ１）

上式对狕０ 求导得到：

２珟犘′Ｈ（狕０）＝∫
＋∞

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽（狕－狕０

）
ｄ狕－犇Ｈｅ

犽狕
０，（狕０ ＜０）， （Ｂ２）

若仅有一层介质，则（Ｂ１）（Ｂ２）中的积分可以分两种情况计算，对于（狕０＜０）的情况：

２犽珟犘Ｈ（狕０）＝
ｅ犽狕０

犪１（犽＋α
＋
１）
犮１犽

２珟犘Ｊ（０）－犫１珟犘′Ｊ（０
＋［ ］）－犇Ｈｅ

犽狕
０， （Ｂ３）

２珟犘′Ｈ（狕０）＝
ｅ犽狕０

犪１（犽＋α
＋
１）
犮１犽

２珟犘Ｊ（０）－犫１珟犘′Ｊ（０
＋［ ］）－犇Ｈｅ

犽狕
０， （Ｂ４）

　　（２）多层介质

事实上，由（Ａ５）和（Ａ６）代入珦犜Ｊ（狕）＝ 犮犽２珟犘Ｊ（狕）－犫珟犘′Ｊ（狕｛ ｝）／犪得到：

∫
＋∞

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽狕ｄ狕＝∫

＋∞

０

犮犾犽
２

犪犾
ｅ－犽狕ｄ狕珟犘Ｊ（狕

＋
犾）ξ

犾＋犅犾

ξ犾＋犅犾＋１

（ξ犾＋犅犾＋１）ｅ
－α
＋
犾
（狕－狕犾

）
＋（ξ犾－犅犾＋１）ｅ

－α
＋
犾犺犾＋α

－
犾
（狕犾＋１－狕

）

２ξ
｛ ｝

犾

　　　　＋∫
＋ ∞

０

犫犾
犪犾
ｅ－犽狕ｄ狕珟犘′Ｊ（狕犾

－） ξ犾＋犅犾

ξ犾＋犅犾＋１

α
＋
犾（ξ犾＋犅犾＋１）ｅ

－α
＋
犾
（狕－狕犾

）
＋α

－
犾（ξ犾－犅犾＋１）ｅ

－α
＋
犾犺犾＋α

－
犾
（狕犾＋１－狕

）

２β犾ξ犾＋γ犾犅（ ）｛ ｝
犾

　　 ＝犐１＋犐２＋犐３＋犐４， （Ｂ５）

犐１ ＝∑
犔－１

犾＝１

犮犾犽
２犘（狕－犾）

２犪犾ξ犾
ξ犾＋犅犾

ξ犾＋犅犾＋１

ξ犾＋犅犾＋１
犽＋α

＋
犾

（ｅ－犽狕犾 －ｅ－
犽狕犾＋１－α

＋
犾犺犾）＋ξ

犾－犅犾＋１
犽＋α

－
犾

（ｅ－犽狕犾－２γ犾犺犾 －ｅ－
犽狕犾＋１－α

＋
犾犺犾［ ］）

ξ犾＋犅犾＋１
犽＋α

＋
犾

（ｅ－犽狕犾 －ｅ－
犽狕犾＋１－α

＋
犾犺犾）＋ ξ犾－犅犾＋（ ）１ 犺犾ｅ

－α
＋
犾犺犾＋α

－
犾狕犾＋［ ］１ （犽＋α－犾 ＝０

烅

烄

烆
）

，（Ｂ６）

犐２ ＝－∑
犔－１

犾＝１

犫犾珟犘′（狕
＋
犾）

２犪犾（β犾ξ犾＋γ犾犅犾）
ξ犾＋犅犾

ξ犾＋犅犾＋１

　　　　×

α
＋
犾 ξ犾＋犅犾＋（ ）１
犽＋α

＋
犾

（ｅ－犽狕犾 －ｅ－
犽狕犾＋１－α

＋
犾犺犾）＋

α
－
犾 ξ犾－犅犾＋（ ）１
犽＋α

－
犾

（ｅ－犽狕犾－２γ犾犺犾 －ｅ－
犽狕犾＋１－α

＋
犾犺犾［ ］）

α
＋
犾 ξ犾＋犅犾＋（ ）１
犽＋α

＋
犾

（ｅ－犽狕犾 －ｅ－
犽狕犾＋１－α

＋
犾犺犾）＋α－犾 ξ犾－犅犾＋（ ）１ 犺犾ｅ

α
－
犾狕犾＋１－α

＋
犾犺［ ］犾 （犽＋α－犾 ＝０

烅

烄

烆
）

， （Ｂ７）

犐３ ＝
犮犔犽

２珟犘Ｊ（狕犔）

犪犔 犽＋α
＋（ ）犾
ｅ－犽狕犔，　犐４ ＝

犫犔珟犘′Ｊ（狕
＋
犔）

犪犔 犽＋α
＋（ ）犾
ｅ－犽狕犔． （Ｂ８）

附录犆：珟犘Ｈ（犽，狕）的稳定计算（狕０≥０）

对地面以下观测狕０≥０有：
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２犽珟犘Ｈ（狕０）＝∫
狕
０

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
犽（狕－狕０

）
ｄ狕＋∫

∞

狕
０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽（狕－狕０

）
ｄ狕－犇Ｈｅ

－犽狕０，（狕０ ≥０）， （Ｃ１）

上式对狕０ 求导得到：

２珟犘′Ｈ（狕０）＝－∫
狕
０

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
犽（狕－狕０

）
ｄ狕＋∫

∞

狕
０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽（狕－狕０

）
ｄ狕＋犇Ｈｅ

－犽狕０，（狕０ ≥０）， （Ｃ２）

　　（１）一层介质

对于（狕０≥０）的情况：

２犽珟犘Ｈ（狕０）＝犃＋犅－犇Ｈｅ
－犽狕０，　２珟犘′Ｈ（狕０）＝－犃＋犅＋犇Ｈｅ

－犽狕０， （Ｃ３）

其中，

犃＝∫
狕
０

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
犽（狕－狕０

）
ｄ狕＝

ｅ－α
＋
１
狕
０－ｅ

－犽狕０

犪１（犽－α
＋
１）
犮１犽

２珟犘Ｊ（０）－犫１珟犘′Ｊ（０
＋［ ］）　（犽－α＋１ ≠０）

ｅ－犽狕０

犪１
犮１犽

２珟犘Ｊ（０）－犫１珟犘′Ｊ（０
＋［ ］）狕０　（犽－α

＋
１ ≠０

烅

烄

烆
）

，

犅＝∫
∞

狕
０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽（狕－狕０

）
ｄ狕＝

ｅ－α
＋
１
狕
０

犪１（犽＋α
＋
１）
犮１犽

２珟犘Ｊ（０）－犫１珟犘′Ｊ（０
＋［ ］）．

　　（２）多层介质

对地面以下介质，即狕０≥０的多层介质，∫
狕
０

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
犽狕ｄ狕和∫

∞

狕
０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽狕ｄ狕需要分段计算．

∫
狕
０

０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
犽狕ｄ狕＝∑

犾－１

犿＝１∫
狕犿＋１

狕犿

珦犜Ｊ（狕）ｅ
犽狕ｄ狕＋∫

狕
０

狕犾

珦犜Ｊ（狕）ｅ
犽狕ｄ狕， （Ｃ４）

（Ｃ４）式右端的第一项可以套用（Ｂ６）和（Ｂ７）式关系，在此不再赘述．（Ｃ４）式右端的第二项为：

∫
狕
０

狕犾

珦犜Ｊ（狕）ｅ
犽狕ｄｚ＝

犮犾犽
２犘（狕－犾）

２犪犾ξ犾
ξ犾＋犅犾

ξ犾＋犅犾＋（ ）１

ξ犾＋犅犾＋１
犽－α

＋
犾

（ｅ－α
＋
犾
（狕
０－狕犾

）
－ｅ

－犽（狕０－狕犾
））＋ξ

犾－犅犾＋１
犽－α

－
犾

（ｅ－α
＋
犾犺犾＋α

－
犾
（狕犾＋１－狕０

）
－ｅ

－犽（狕０－狕犾
）－２γ犾犺犾［ ］）

ξ犾＋犅犾＋（ ）１ （狕０－狕犾）ｅ
α
＋
犾狕犾 ＋ξ

犾－犅犾＋１
犽－α

－
犾

（ｅ－α
＋
犾犺犾＋α

－
犾
（狕犾＋１－狕０

）
－ｅ

－犽（狕０－狕犾
）－２γ犾犺犾）（犽－α＋犾 ＝０

烅

烄

烆
）

　－
犫犾珟犘′（狕

＋
犾）

２犪犾（β犾ξ犾＋γ犾犅犾）
ξ犾＋犅犾

ξ犾＋犅犾＋（ ）１

　×

α
＋
犾 ξ犾＋犅犾＋（ ）１
犽－α

＋
犾

（ｅ－α
＋
犾
（狕
０－狕犾

）
－ｅ

－犽（狕０－狕犾
）
＋
α
－
犾 ξ犾－犅犾＋（ ）１
犽－α

－
犾

（ｅ－α
＋
犾犺犾＋α

－
犾
（狕犾＋１－狕０

）
－ｅ

－犽（狕０－狕犾
）－２γ犾犺犾［ ］）

α
＋
犾 ξ犾＋犅犾＋（ ）１ ｅ

α
＋
犾狕犾（狕０－狕犾）＋

α
－
犾 ξ犾－犅犾＋（ ）１
犽－α

－
犾

（ｅ－α
＋
犾犺犾＋α

－
犾
（狕犾＋１－狕０

）
－ｅ

－犽（狕０－狕犾
）－２γ犾犺犾［ ］）（犽－α＋犾 ＝０

烅

烄

烆
）

． （Ｃ５）

对于∫
∞

狕
０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽狕ｄ狕的计算，同样可将积分区间分成三部分，即：

∫
∞

狕
０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽狕ｄ狕＝∫

狕犾＋１

狕
０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽狕ｄ狕＋∑

犔－１

犿＝犾＋１∫
狕犿＋１

狕犿

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽狕ｄ狕＋∫

∞

狕犔

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽狕ｄ狕， （Ｃ６）

对于（Ｃ６）中的第二和第三项，可以套用（Ｂ６）、（Ｂ７）和（Ｂ８）关系，在此不再赘述．下边给出（Ｃ６）中第一项的计

算关系：

∫
狕犾＋１

狕
０

珦犜Ｊ（狕）ｅ
－犽狕ｄ狕＝

犮犾犽
２犘（狕－犾）

２犪犾ξ犾
ξ犾＋犅犾

ξ犾＋犅犾＋（ ）１

ξ犾＋犅犾＋１
犽＋α

＋
犾

（ｅ－犽狕０－α
＋
犾
（狕
０－狕犾

）
－ｅ

－犽狕犾＋１－α
＋
犾犺犾）＋ξ

犾－犅犾＋１
犽＋α

－
犾

（ｅ－犽狕０－α
＋
犾犺犾＋α

－
犾
（狕犾＋１－狕０

）
－ｅ

－犽狕犾＋１－α
＋
犾犺犾［ ］）

ξ犾＋犅犾＋１
犽＋α

＋
犾

（ｅ－犽狕０－α
＋
犾
（狕
０－狕犾

）
－ｅ

－犽狕犾＋１－α
＋
犾犺犾）＋ ξ犾－犅犾＋（ ）１ （狕犾＋１－狕０）ｅ

α
－
犾狕犾＋１－α

＋
犾犺［ ］犾 （犽＋α－犾 ＝０

烅

烄

烆
）

　－
犫犾珟犘′（狕

＋
犾）

２犪犾（β犾ξ犾＋γ犾犅犾）
ξ犾＋犅犾

ξ犾＋犅犾＋（ ）１
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　×

α
＋
犾 ξ犾＋犅犾＋（ ）１
犽＋α

＋
犾

（ｅ－犽狕０－α
＋
犾
（狕
０－狕犾

）
－ｅ

－犽狕犾＋１－α
＋
犾犺犾）＋

α
－
犾 ξ犾－犅犾＋（ ）１
犽＋α

－
犾

（ｅ－犽狕０－α
＋
犾犺犾＋α

－
犾
（狕犾＋１－狕０

）
－ｅ

－犽狕犾＋１－α
＋
犾犺犾［ ］）

α
＋
犾 ξ犾＋犅犾＋（ ）１
犽＋α

＋
犾

（ｅ－犽狕０－α
＋
犾
（狕
０－狕犾

）
－ｅ

－犽狕犾＋１－α
＋
犾犺犾）＋α－犾 ξ犾－犅犾＋（ ）１ ｅ

α
－
犾狕犾＋１－α

＋
犾犺犾（狕犾＋１－狕０［ ］） 犽＋α

－
犾 ＝（ ）

烅

烄

烆
０

．（Ｃ７）
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