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摘 要：桂胜华等曾提出含弱互补函数的不等式约束最优化问题的拉格朗日 一牛顿法和拟 

牛顿法，但算法中计算 Hesse矩阵的工作量较大，且该算法仅能解不等式约束最优化问题．论 

文改进了桂胜华等的算法，用拟牛顿公式代替了Hesse矩阵，并把解不等式约束最优化问题推 

广到既含不等式约束又含等式约束最优化问题；证明了此算法具有全局收敛性和局部超线性 

收敛性 ． 

关键词：KKT点；拟牛顿法；约束非线性规划；超线性收敛 

中图分类号：O221．2 文献标识码：A 文章编号：1000-5137(2006)04-0020-06 

0 引 言 

考虑带有约束条件的非线性优化问题——简称NLP问题： 

min ，( ) 
E “ 

s．t． gj(x)≤0，1≤ ≤m； (1) 

cj( )=0，1≤J≤Z． 

其中：c(x)=(g ( )，g2( )，⋯，gm( )) ：尺“一 R ，C(x)=(c ( )，c：@)，⋯，eI( )) ：尺“一尺 

和，： 一 尺是连续可微函数． 

NLP问题的可行域记为：D={ ∈R“l C(x)≤0，c(x)=0}，拉格朗日函数记为： 

L( ，A)= )+A C(x)+∞ C(x)， 

其中A=(A ，A：，⋯，A ) ∈R 和 =(∞ ，∞：，⋯，∞ ) ∈R 是拉格朗日乘子向量．为了简单起见， 

将 ( ，A，∞)记为空间向量 ( ，A ，∞ ) ． 

( ，A，∞)∈R“×R ×R 是一个 KKT(Karush—Kuhn—Tucker)点的条件是： 

L(x， ，一oJ)：0，G( )≤0， ≥0， ig。(x)=0，C( )=0， (2) 

其中：1≤ ≤ m．如果存在 和 使得 ( ， ， )满足 (3)式，也称 为一个 KKT点 ． 

构造一向量： 

( ，A，∞)=(( L(x，A)) ，( ( ，A)) ，C(x) )T． (3) 

其中： ( ，A)=(qb ( ，A)，⋯， ( ，A)) 而qb。( ，A)= ( )A ，(1≤i≤ )．显然，(3)式 

的KKT点条件等价于 ( ，A，∞)=0．可得： 

qbf=A。Vgi( )； q̂b。=gi( )ei． (4) 

收稿 日期 ：2006-02-26 

基金项目：国家自然科学基金项目(10571137)；上海市教委科研项目(05RZ12)． 

作者简介：李树冬(1960一)，男，上海商学院讲师；桂胜华(1963一)，男，博士，上海第二工业大学理学院数学系副教授 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第4期 李树冬，桂胜华：拉格朗日——牛顿法的一个局部超线性收敛算法 21 

其中：e =(0，⋯，0，1，0⋯，0) ∈R 是单位炬阵的第i列向量 ，它的第i个元素是 I，而其余元素都是 

0．对向量 ( ，A，∞)求导数可得： 

f， ：L( ，A，∞) VG( ) c( )、I 
= l diag(A)( G( )) diag(g( )) 0 I· (5) 

(VC(x)) 0 0 

其中：diag(A)和diag(g(x))表示第 个对角元素分别为A 和 ( )的对角矩阵． G=[ g ( )， 

⋯

， 
g ( )]，VC=[Vc ( )，⋯，Vc ( )]．根据拉格朗日 一牛顿方法，构造出下列方程组： 

r， 1 
( ) l A l=一 ． (6) 

∞ J 
由于 2 L( ，A，∞)的计算的工作量较大，故运用拟牛顿方法，将 2 L( ，A ，∞ )用正定矩阵H 来代 

替．为使算法具有全局收敛性，在 (6)式中，将 ( ) 替换成 ，即： 

f6 ＼ } 
A l=一 (7) 

6∞ J 
其中： 

r G( ) c( )、 
= }diag(／xk)(VC(x )) diag(g(x )) 0 1． (8) 

(VC(x )) 0 0 

(7)式也可恒等变形为下列方程组： 

忸㈣ (9) 
其中：d加= ，A加=A + A ，∞加=∞ + ∞ ． 

引用约束违反度函数：c‘ ( )=(c ( )，⋯，cf ( )) 和G卜 ( )=(g ( )，⋯，g ’( )) ： 

c(_j( )=c ( )，i=1，2，⋯，2； (10) 

g ( )=min{0，g ( )}， =1，2，⋯，m； (1I) 

再构造一个价值函数： 

P(x， )=厂( )+or(『I G ( )『f】+『I c卜 ( )『f】)． (12) 

1 算 法 

算法 A 

S0：初时赋值． 

给定初值： I∈R ，A1∈R ，／x1∈R ，(￡JI∈ ， ∈R ，五>0，or≥0， ≥0， ≥0，后：=1． 

s1：计算搜索方向． 

解方程组 (7)或 (9)，得 的值．如果 lI≤ ，则停止计算． 

s2：收索． 

计算 ∈[0， ]使得 

P(x +Ol ， )≤ rain P( + ， )+ (13) 

S3：迭代． 
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迭代 = + ，A ̈ =A + A ， k+l：∞ + 09 ． 
“

=min{max{A“ ，A如， ll e}，五e}． (14) 
计算∥“．k：=k+1．转入 s1． 

在算法6．2．1中，用拟牛顿法来计算 ： 

= 一 + ， 

其中 

'， ： 

(s ) ≥0·2(s ) 矶  
， (16) 【矿多 

+(1一 )月 s 否贝U 
，s = +1

一  

{ =Vf(x )一 “ )+(VC(x“ )一VC(x ))A如． (17) 
【 =0

． 8(s ) s ／((s ) s 一(s ) ) 

在本文中，假定 Al～A4 4个假设成立． 

A1 NLP问题的可行域D是非空的．水平集S={ E D I )≤ 。)}有界集． 

A2 )，c(x)和 C( )是连续可微的． 

A3 对任意点 E D，向量 { g ( )，Vc ( )I_『E l(x)， E E}是线性独立的． 

A4 是正定矩阵． 

条件 A3中E={1，2，⋯，m}．1(x)={ E，I g ( )=0}，，：{1，2，⋯，f}． 

类似于 [3]和 [4]中的引理2．1和引理2．2的证明，可得下面两个引理． 

引理 1．1 假定 ∈D．如果 >0，V．『E，( )，则 在 (8)中的矩阵 是非奇异的． 

引理 1．2 假定 是非奇异矩阵． 

(1)如果算法 A的计算是因为满足条件d如=0而停止在点 ，且满足A如≥0 x和 c(x )≤0， 

则 ( ，A如，09如)是 NLP问题的一个KKT点． 

(2)假定( ，A ，∞ )是 { ，A如，∞如}的任一聚点，即存在子集 ，使得：{ ，A如，∞如} 一 

( ，A ，∞ )．如果 {d } 一 0和 A ≥0，C(x )≤0，则 ( ，A ，∞ )是 NLP问题的一个 

KKT点． 

不失一般性，在本文以下部分中，假定算法在计算中，不因为满足条件d如=0而停止在点 ，即： 

d如 ≠ 0
． V k． 

2 全局收敛性 

类似于 [3]和 [4]中的引理3．1的证明，可得下面引理2．1． 

引理2．1 如果 是线性方程组 (7)的解，则 (12)式的价值函数P(x， )满足： 

P ( +Ot ， )I ：0≤～(d如) d如一∑I c ( )I[ -I∞ I] 

+ 如 ) 一 盖刈 一 一 ]． (18) 
如果 ≥ ll∞如Il 且 C(x )≤ 0，或A >0且选取的 足够的大，则有： 

P ( +Ol ， )I删 ≤ 一(d如)r Hkd如<0． 

定理2．1 设 ( ，A ，∞ )是由算法A产生的点集 { ，A如∞如}的任一聚点，即存在子集K，使 

得：{ ‘，A加，09加} 一( ，A ，09 )，又设算法s2中的占 满足：∑占 ≤+∞，并假定存在两个正数 

m和 M，使得： 
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IJ d IJ ≤d Hkd≤M lJ d lJ ，V J}∈K，d∈R 

如果 ≥ ll 加ll ，A ≥0且 G( )≤0，则：聚点 是 NLP问题的一个 KKT点． 

证明 假定定理不真，即：存在子集 ，使得：} } 一 ，但是 不是 NLP问题的一个 KKT点． 

如果 ． ll d加ll=0，则由引理 2．2知： 是 NLP问题的一个 KKT点．这样与假定相矛盾．故可 

假定：存在正数叼，使得：『I 『I≥叼，V ∈ 由引理3．1可得： 

P ( + 6 ， )I ：0≤ 一m叼 ll d加ll，V ∈ (19) 

由(19)式和假定A2知：存在两个正数面和 ，使得： 

rain P( + 6 ， )≤P( ， )一 ． (20) 

由 (27)式可得： 

p(x“ ， )≤P(x ， )一 + ，V ∈ (21) 

故有： 

∑ ≤∑[P( ， )一P(x“ ， )]+
．∑ ≤∑P( ， )一P( “ ， )]+ (22) 

E E K E K =1 =1 

即有： 

∑ ≤p(x ， )一p(x ， )+∑ ≤+∞． (23) 
由(23)式和 >0知：子集 是一个有限集．这与 是一个无限子集相矛盾．定理2．1为真． 

3 局部超线性收敛性 

为了克服 Marotos效应，以下对算法 A的进行改进，即引进二阶校正步 方法． 

算法 B 

S0：初时赋值． 

给定初值： l∈尺 ，Al∈R ， l∈R ， l∈R ，Hl∈R ,／一z>0， ≥0，6≥0， ≥0， ：=1． 

S1：计算搜索方向． 

解方程组 (7)或 (9)，得6 的值．如果 lJ≤ ，则停止计算． 

S2：计算二阶校正步． 

计算积极约束下标集： 

Ik={i I g ≥一A }． (24) 

通过解下列关于 (d，A)的二次子规划问题，得校正方向 ： 

( 0 ))' (25) 
其中： 

= (( ) ，(c ) ) ， 是由g 组成的列向量，i∈ ． (26) 

如果 (25)无解或如果 ll ll≥ ll d ll，则让 ll ll=0． 

S3：收索． 

计算 ∈[0，6]使得： 

p(x + +( ) ， )≤ 一rain p(x + +( ) ， )+ ． (27) 

S4：迭代． 

迭代 “ 

计算 “．J}： 

= + +( ) ，A +1=A + A ， ¨= + ． 
“

=rain{max{A ，A加，ll 6 ll e}， e}． (28) 

= J}+1．转入 S1． 
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对算法 B而言，类似算法 A的一些结论仍成立． 

为使算法具有超线性收敛性，还需增加或加强假设 A5～A8： 

A5 )，G( )和 C( )是二阶连续可微的． 

A6 严格互补条件和二阶充分性条件在 满足且 一 ． 

A7 存在正常数 ， 使得： 

d d≥_m II d II ，V d∈{d I A(x ) d=0}，V k∈{k I II II≤ }． 

A8 
⋯

lim - o- 

类似于 [2]中定理4．6，[1]中定理4．9和 [8]中定理12．6．3的证明，可以得到下面超线性收敛性 

定理． 

定理 3．1 设 Al～A8的假设条件满足，则有： 

ll 一 ll=O ll 一 l1． (29) 

4 算 例 

在下列的算例的实际计算中，采用算法B．在算法 B的步骤 1中，为保证矩阵的正定性，在方程的 

系数矩阵中用 + 来代替 ．这里的，是 ／"t阶单位矩阵， 仍采用 (15)中的定义，而C～0= 

min{1，ll ll}， 。=10 ， = ll A ll + ll ll (k≥ 1)． 

表 1 数值结果 

在表 1中，给出了许多算例数值计算结果，其中表中的一些记号分别表示： 
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L—N—ab：本文的算法 B， 

Problem：在 [5]中的问题号码， 
。

：初时值， 

： 迭代的总次数， 

P：最后的迭代点所对应的罚函数 P(·)的值， 

F ：最后的迭代点所对应的目标函数 ·)的值． 
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A superlinear convergent algorithm of the 

Lagrange-Quasi-Newton method 

U Shu—dong ． GUI Sheng—hua 

(1．Shanghai Business College，Shanghai 200235，China； 

2．Shanghai Second Polytechnic University，Shanghai 201029，China) 

Abstract：In the paper of Gui Sheng—hua et al
，
a Lagrange-Newton Method with the slack NCP function WaS proposed for con- 

straint optimization·In this paper，propose a new Lagrange-QuaSi-Newton method with the slack NCP function for inequality c0n- 

straint optimization·Use the QuaSi-Newton method instead of the Hessian matrix in the new method．The method is globally con- 

vergent and superlinear convergence rate． 

Key words：KKTpoint；QuaSi-Newton method；constraint optimization；supedinear convergence rat 
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