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相似准则方程的正确建立及其
与回归正交旋转设计的比较

α α

蒋亦元①

(东北农业大学)

提　要　该论文找出相似准则和相应的实验求出组分方程和组合成 Π关系式的预测误差较大

的原因及其修正对策。指出M urphy 的 Π函数合成理论中“组分方程必须具有相同型式”的约束

和回归方程相关系数过低是误差产生的主要原因。在与回归正交旋转试验设计的对比中指出了

Π试验设计的一些特点, 其中回归试验结果时方程的模式几乎不受限止, 这一特点是保证预测

精度的首要条件, 在此基础上提出了分区组合 Π方程和分区预测的新方法。
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Proper Form ula tion of Π- Equa tion and a Com par ison W ith

Regress ive Orthogona l Rota ting Exper im en ta l D esign
J ia ng Yi2yua n

(N ortheast A g ricu ltu ra l U n iversity , H aerbin)

Abstract　 It is m o re often than no t tha t p red ict ion p recision of an em p irica l equat ion is

low , w h ich is ob ta ined th rough the Π- equa t ion, the com ponen t equat ion s and the

co rresponding experim en ts. T h is paper revea led tha t“T he com ponen t equat ion s m u st have

the sam e fo rm ”, advanced by G. M u rphy and the low er co rrela t ion coefficien t of

regression m odel are the m ajo r sou rces of the p red ict ion’s erro r. Based on the experim en t

of “Set t ling T im e of a Sphere in a F lu id”con ta in ing 7 variab les, au tho r exp licit ly

suggested tha t the com ponen t equat ion s m ay have differen t fo rm s from each o ther and

advanced tha t the p red ict ion m ay be carried ou t in a set of separa ted areas on the cu rved

su rface in the facto ria l space. Each area has its ow n Π- equa t ion w h ich is fo rm u la ted by

co rresponding com ponen t equat ion s. A com parison w ith the regressive o rthogonal ro ta t ing

experim en ta l design w as b riefly m ade.

Key words　D im en sion less p roduct 　Com ponen t equat ion 　Π- equa t ion 　R egressive

o rthogonal ro ta t ing experim en ta l design

1　引　言

通过相似准则并进行试验求出 Π关系式和经验公式, 这一方法常因误差过大而日益受

到冷遇。经检验得知只要严格遵循关于“保持其他自变量的选定值不变和各个自变量都有变
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化的机会”两原则以及只要以高相关系数回归试验点, 则在各组分方程上以及在其两侧附近

进行预测, 其精度是很高的。当偏离组分方程时, 误差会增大, 其幅度由曲线走向与曲率而

定[ 1 ]。本文将分析研究误差产生的原因, 提出在因子空间内曲面周缘部分误差较大时的修正

办法以及与回归正交旋转设计比较时它所具有的特点。

2　误差产生原因分析

图 1　由 (Π1ö2) 3, 4的

试验点回归的方程及曲线

　　文献[ 1 ]已提出检验误差要分在组分方程的

曲线上和在曲线以外两个步骤进行。由以下几点

来说明其产生的原因。

2. 1　回归方程的相关系数不够高

在工程问题中通常以组分方程乘积组合较合

适, 如果单个组分方程的失拟程度较高, 总 Π关系

式的误差因是上述误差的连乘而增加得更大。图

1, 2, 3 说明前文球体沉降实验中含有沉降时间 t

和沉降距离 S 两个物理量的因变项 Π1 随自变项

Π2, Π3, Π4 变化时各试验点和以高相关系数拟合的

方程和曲线 1, 3, 5 以及稍差的相关系数拟合的方

程和曲线 2, 4, 6。

图 2　由 (Π1ö3) 2, 4的试验点回归的方程及曲线　　　　　图 3　由 (Π1ö4) 2, 3的试验点回归的方程及曲线

　　当以方程 2, 4, 6 以乘积组合时其 Π关系式

Π1 =
1. 194Π- 0. 627

2 × 93. 22Π2. 18
3 × 269Π0. 275

4

8. 912 (1)

将物理量代入各 Π项得经验公式

S = 0. 0548 t1. 647d 0. 516 Θ- 1. 795
f Θ2. 02

s Λ- 0. 226 (2)
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　　各试验点的数值代入上式的 S 预测值, 误差结果见表 1。S 预测值与实测值 1 m 之差即

为表中的相差率 2, 而相差率 1 即为文献[1 ]中表 5 中的值, 可见这两个相差率的差别竟达 40

～ 50 倍之多, 一般的也有 20～ 30 倍之多。象由 2, 4, 6 方程作出的预测显然失去其指导意

义。但从其相关系数看似乎还不算太低, 所以可得出结论: 回归组分方程时, 必须具有很高的

相关系数是最基本的要求。

表 1　组分方程的相关系数对总 Π关系式的预测误差的影响

(Π1ö2) 3, 4 (Π1ö3) 2, 4 (Π1ö4) 2, 3

Π2
相差率 1

ö%

相差率 2

ö%
Π3

相差率 1

%

相差率 2

ö%
Π4 (×10- 5)

相差率 1

ö%

相差率 2

ö%

0. 0378 0. 20 25. 0 0. 989 0. 35 2. 20 0. 830 1. 07 21. 2

0. 0478 1. 40 19. 7 0. 660 0. 51 25. 3 0. 616 0. 20 25. 0

0. 0578 0. 34 17. 9 0. 420 0. 51 46. 3 0. 499 0. 76 27. 3

0. 0678 0. 89 26. 8 0. 340 0. 21 50. 4 0. 317 1. 34 21. 6

- - - 0. 252 0. 48 12. 2 0. 211 0. 23 19. 5

R 0. 990 0. 911 R 1 0. 935 R 0. 983 0. 977

2. 2　受到现有定理的不恰当约束而失拟

在按试验结果拟合各个组分方程时受到“两个组分方程必须具有相同的型式”〔1〕的约

束, 使得各组分方程本应为不同型式时也得勉强去求同。这种勉强求同就是造成上例中相关

系数更差, 预测误差更大的另一个原因。

较早提出相似准则函数理论的是 Glenn M u rphy , 在列出两个组分方程由乘积合成总

的 Π关系式时提出了与上述相同的条件 F (Π2, Π3) =
F (Π2, Πθ3) F (Πθ2, Π3)

F (Πθ2, Πθ3)
) ind ica tes tha t the

tw o com ponen t equat ion s m u st have the sam e fo rm ”〔3〕。

而在文献[1 ]的球体沉降的实例中就并未受此约束, 用不同型式的方程去拟合, 结果预

测的精度很高, 即表 1 的相差率 1。

2. 3　可以用不同型式的组分方程进行组合的证明

假如有两个组分方程, 一个为幂函数 Π1ö2= a+ b Πc
2 此时 Π3= g ; 另一个为指数函数 Π1ö3

= d + ef Π3 , 此时 Π2= h , 则乘积合成为

F (Π2, Π3) =
(a + b Πc

2) (d + ef Π3)
K

式中　a , b, c, d , f ——方程的回归系数和指数; 　g , h——做试验所选定的值。

当 Π2= h 时, F (Π2, Π3) =
a d + a ef Π3+ d b h c+ b h c ef Π3

K
, 由试验和 Π函数理论得知此时

的 K 值为 Π3= g 代入 Π1ö3所得的值, 即 K = d + ef g。同理当 Π3= g 时, K 为 Π2= h 代入 Π1ö2所

得值, 即 K = a+ b h
c。而且这两个值在试验时是在因子空间相同坐标点上的同一个因变量

值, 所以这两个 K 是同值, 则

F (Π2, Π3) =
(d + ef Π3) (a + b h c)

d + ef g = d + ef Π3
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　　这说明当 Π2= h 代入总 Π关系式时, 即进行“降维”分析时, Π1ö3可以获得原来的型式, 这

证明以不同型式的方程进行组合是可行的。

允许不同型式的方程进行组合, 就具有重大意义, 因为它扩大了组合方程——Π关系式

对自然界千姿百态的变化规律的反映能力。

3　相似准则函数理论的试验设计 (简称 Π试验设计) 与二次回归正交旋转组合

设计 (简称RO R 设计)的比较

ROR 设计在农业工程的科研和技术工作中是广泛应用的试验设计。由于具有“均匀分

散性”、“整齐可比性”, 又具有“预测值的方差不依赖于试验点在因子空间中的位置”, ROR

试验设计既能“比较全面地反映各因素水平对指标影响的大致情况”又能“使各因素在不同

水平时所对应的预测值具有相同的方差从而可直接比较”等优点〔4〕, 再加对所得方程以及回

归系数尚可进行统计分析等, 这些优点都是以古典回归为基础的 Π试验设计所不及的。但 Π
试验设计具有以下特点:

1) 试验次数少, 减少试验工作量和成本。如文献[1 ]球体沉降实验中有 6 个自变量、3 个

自变 Π项、6 个组分方程, 若每个方程由 4 个试验点组成, 共需 24 次试验。而ROR 设计, 当

有 6 个变量时需作 100 次, 5 个变量时需 59 次试验。如果 1ö2 实施, 分别也得作 59 和 36 次

试验〔4〕。

2) 安排试验点不如ROR 设计那样要求严格。如ROR 设计, 在变量m = 3, 要求兼有正

交性和旋转性时, 星号臂长 r= 1. 682。如果没有达到, 而 r= 1. 352 时, 就失去了旋转性, 仅有

正交性。这两个 r 值仅差 20 %。而在农业物料的试验中有些指标如湿度等是很难控制得那

么精确的。

图 4　流变型土壤的

应力—应变—时间图

　　3) 二次回归 ROR 设计虽然由于正交性, 能比较全

面地反映各因素水平对指标的影响, 但二次方程的型式

本身总有其局限性。而 Π试验设计中的组分方程的型式

在一般常用函数情况下可不拘泥于相同的型式, 对自然

界的规律就有较广泛的描述能力, 而且当“降维”分析时

又能还原到试验所得的方程。

如下式是用Bu rgers 模型来描述水田土壤的流变方

程〔5〕。土壤的应变

Χ= Σ[
1
a

+
1
b

(1 - e- c t) +
t
d

] (3)

式中　Σ—土壤应力; t—载荷作用时间; a , b, c, d—土壤

特性常数。图 4 中的曲面表达了当 t 和 Σ为变量时 Χ的

变化。

描述这样复杂的物理现象的方程 (3) , 很清楚是由两

个方程组合的, 一个是 Χ与 Σ的线性方程, 另一个是Χ与 t 的指数方程。如果用 Π试验设计通

过试验求水田土壤的应变值的方程时, 从试验点的走向也能明显看出是由这两种不同型式
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的组分方程组合的。

4　分区组合 Π方程并分区预测

现已明确: 组分方程的型式不受限制, 只要具有较高的相关系数, 组合成的 Π方程在组

合方程的曲线上以及其周围具有很高与较高精度的预测功能。据此就可作如下的改进以提

高整体的预测精度: 以图 5 所示的只有两个自变 Π项的问题为例来说明。

1) 把原先由 2 个改为由 4 个组分方程组合成 Π关系式。每个自变 Π项有 2 个选定值,

要在试验范围内分布适当, 通过试验获得 4 条曲线和 4 个组分方程, 即

(Π1ö2) 3, 　 (Π1ö2) 3
= , 　 (Π1ö3) 2, 　 (Π1ö3) 2

=

　　由此可组合成 4 个 Π关系式

　　　　　　　 F 1 (Π2, Π3) =
(Π1ö2) 3 (Π1ö3) 2

F (Π2, Π3) , 　F 2 (Π2, Π3) =
(Π1ö2) 3 (Π1ö3) 2

=

F (Π2
= , Π3) ,

　　　　　　　 F 3 (Π2, Π3) =
(Π1ö2) 3

= (Π1ö3) 2

F (Π2, Π3
= ) , 　 F 4 (Π2, Π3) =

(Π1ö2) 3
= (Π1ö3) 2

=

F (Π2
= , Π3

= )

图 5　分区组合 Π关系式

　　它们分别在以 4 个交点①, ②, ③, ④为中心

的范围内进行较为准确的预测。此即所谓分区组

合, 分区预测。

2) 由于它能较准确地预测, 就可省去对 Π关

系式有效性的检验和原来用于检验的 Π2, Π3 的两

组试验。因此用分区组合, 分区预测在只有两个自

变 Π项时不会增加试验的工作量。而组合的 Π关

系式增加 3 个, 计算工作量会有所增加, 但对用电

子计算机计算而言是微不足道的。

5　结　论

在工程问题中常用乘积组合 Π关系式, 组分

方程的相关系数必须要高, 组分方程可以具有不

同的型式, 而且方程选型准确是获得高相关系数

和预测精度的首要条件。分区组合 Π关系式进行

分区预测可提高整体的预测精度。
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