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二维谷仓通风方程的流函数形式及解法

徐　泳①

(中国农业大学) 　　
张　政

(北京化工大学)

提　要　导出了与布鲁克的以压力为基本量的谷仓通风方程 (即压力模型) 完全等价的、以流函

数为基本量的新的流函数模型。新模型的计算域包含谷床进风口前的部分空腔, 根据入口流量可

算出流场和压力场。由于新模型把压力模型仓壁边界上压力的自然边条件转化成仓壁边界流函

数的强迫边条件, 使迭代速度大大提高。通过布鲁克模型仓入口压力500 Pa 工况算例比较, 表明

新模型所得结果和绘出的等压线与压力模型符合很好, 而耗用机时仅为压力模型的1ö15左右。
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Abstract　A n app roach is carried ou t fo r so lving tw o2dim en siona l aera t ion in gra in b in s

and an alterna t ive fo rm u la t ion is derived in w h ich stream funct ion is u sed in stead of p res2
su re in the m odel founded by B rooker and Segerlind. A s a resu lt, na tu ra l boundary condi2
t ion s a long b in w alls in the p ressu re m odel is reduced to a ’fo rced’one w h ich a llow s to

specify st ream funct ion values on b in w alls. T he new m odel is va lida ted th rough a num eri2
ca l exam p le ( the case of 500 Pa in let p ressu re) w h ich w as p resen ted and com pu ted by

B rooker u sing a schem e w ith con tro l vo lum e fo rm u la t ion. F low pat tern s of st ream line and

p lo t of iso2p ressu re lines are p resen ted. N um erica l com parison w ith the p ressu re m odel on

p ressu re va lues a t selected po in ts show s good equ iva lence. T he itera t ion p ract ice show s

the new m odel can grea t ly reduce CPU tim e to abou t 1ö15 of the fo rm er m odel. T he fo r2
m u la t ion is a lso su itab le fo r u se of the fin ite elem en t m ethod.
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1　引　言

谷仓通风方程是研究粮食通风和干燥的控制方程。最早由B rooker [ 1, 2 ]根据 Shedd [ 3 ]的

气流阻力实验数据提出二维方程, 经 Segerlind [ 4 ]改进为通用形式, 以后又由 Sm ith [ 5 ]等推
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广到三维问题。这些模型都把谷物散体的过流视为各向同性, 后发现因压实作用引起竖向和

横向过流阻力不同 (非各向同性) , 并作了修正[ 6, 7 ] , 也使列式和求解复杂化。但各向同性假定

仍常采用, 并且多数情况下尽可能简化为二维问题。

上述通风方程都采用压力作基本量, 称压力模型。国内外已有许多用差分或有限元求解

的文献。其边界条件包括在仓壁或对称面等主边界上气流不可通过, 即自然边界条件, 导致

数值解算中须反复调整边界和域内的变量值, 使计算量大大增加。本文用流函数作基本量,

从 Segerlind [ 4 ]通用方程出发, 导出用流函数表达的控制方程与公式 (流函数模型) , 把主边

界上自然边条件转变为强迫边条件。据查国内还没有人用流函数分析过通风方程, 国外虽有

人用流函数解过类似问题[ 8 ] , 但所用压力- 速度关系与本文完全不同。

2　压力型方程向流函数形式的转换

2. 1　Brooker- Segerl ind 二维压力模型

气流通过谷床时, 表观速度分量为

　　　　　　　V x = - G x
5p
5x

, 　V y = - G y
5p
5y

(1)

式中　p ——压力; 　G x , G y ——x , y 方向渗透率, 介质各向同性时有G x = G y = G。合速度量

值为

　　　　　　　ûVϖû= Gûý p û (2)

方向同压力梯度方向。渗透率G 的定义为

　　　　　　　G = A (ûý p û ) B - 1 (3)

式中阻力参数A ,B 由气流阻力试验确定。压力梯度的模

　　　　　　　ûý p û= [ (5p
5x

) 2+ (5p
5y

) 2 ]1ö2 (4)

将 (1)代入连续方程可得控制方程

　　　　　　　 5
5x

(- G
5p
5x

) +
5

5y
(- G

5p
5y

) = 0 (5)

2. 2　用流函数表达的通风方程

取流函数为基本量, 则表观速度分量为

　　　　　　　V x =
5Ω
5y

, 　V y = -
5Ω
5x

(6)

定义 k x = 1öG x , k y = 1öG y 分别为 x , y 方向的阻力系数, 由 (1)、(6)可得

　　　　　　　5p
5x

= - k x
5Ω
5y

, 　5p
5y

= k y
5Ω
5x

(7)

假定各向同性, 则 k x = k y = k。将 (7)中二式分别对 y , x 求导, 即得控制方程

　　　　　　　 5
5x

(- k
5Ω
5x

) +
5

5y
(- k

5Ω
5y

) = 0 (8)

由式 (6)得合速度的模

　　　　　　　ûVϖû= (V 2
x + V

2
y )

1
2 = [ (5Ω

5x
) 2+ (5Ω

5y
) 2 ]1ö2 (9)

又由 (2)、(3)和 (7) 得

　　　　　　　k = Α(ûVϖû ) Β (10)

其中阻力系数
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　　　　　　　Α= A
- 1

B , 　Β=
1- B

B
(11)

是气流流速的函数, 可由阻力试验确定, 也可由已知阻力参数A ,B 用式 (11)求出。

2. 3　边界条件

流函数模型的边界条件与压力模型提法不同, 与用流函数解势流问题类似。对于压力模

型, 流场两侧主边界即仓壁或对称面的气流不可通过条件是用规定压力梯度为零来实现的,

而流函数模型则是根据入口断面流速分布或流量直接给定流函数值。显然后者在迭代时无

须象前者那样反复改变边界值而耗费大量机时。

现结合本文算例说明边界条件。图1为一矩形仓, 气流从底部中央两侧进入谷床, 利用对

称性取一半计算。为便于比较把压力模型的边界条件表示在图1右半部, 而把流函数模型的

边界条件表示在左半部。对流函数模型可提出如下边界条件:

1) 在谷床一侧的仓壁与相连对称面 f eg 上, 流函数值为零 Ω0= 0;

2) 在谷床另一侧的底板和仓壁 abc 上, Ω= Ω1。Ω1可由入口流速算出;

3) 谷床出流界面即上表层 cg 处, 气流垂直于上表面, 流函数梯度为零 5Ωö5n= 0;

4) 气流入口处情况较复杂。在气流进入谷床的界面 af 处, 本应给出流函数分布, 但实

际上界面外侧压力稳定而流动很不均匀, 无法通过测量流速获得流函数分布。为解决这一难

题我们设想把计算域从谷床入口界面向谷床前面的空腔延拓, 如延长至 ad 面, 把谷床和这

部分空腔放在一起用统一的控制方程求解。由于空腔流动阻力远小于谷床内阻力, 计算时只

要取空腔内阻力系数 k a 相对于谷床内的阻力系数 k g 足够小, 即可反映空腔内的无阻力状

态。这时无论在 ad 面上取怎样的流函数分布, 只要保持总流量不变, 都可获得实际入口面

af 上几乎均匀的压力条件。在本文计算条件下, 谷床内 k g 值量级约为 10- 2, 为此取空腔内

的阻力系数 k a= 10- 10来近似理想流体的无阻力状态已够, 并为简单起见, 取 ad 面上 Ω为线

性分布。

5) 空腔与谷床界面上的阻力系数的突跃可采用 Patankar [ 9 ]提出的调和平均值的方法

来解决, 其他相邻控制容积界面上的阻力系数用算术平均值即可。

2. 4　压力场计算

流函数模型可直接求出流函数或速度场, 求压力并非必须。若需知道压力分布可通过流

函数场转换得到。原理是将 (6) 和 (7) 代入全微分公式 dp =
5p
5x

dx +
5p
5y

dy , 并将微分以增量代

替即得压力增量公式

　　　　　　　∃p = - kV x ∃x - kV y ∃y (12)

计算时可首先确定一个零压力点 (本文选上表面左端) , 再由 (12)逐点求出。一点的压力

值通常可由两个路径求得, 本文采用其均值。

3　算　例

B rooker 计算的模型仓常用来作数值比较的例子, 但至今还没有公认的标准解。我们用

差分法计算其中入口压力 P 0= 500 Pa 工况。

3. 1　计算准备

仓体尺寸参看图1, 把隔板下面正方形空腔包括在计算域内, 并选择11个算点比较压力
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数值。为便于比较采用均匀网格, 网格剖分与文献[11 ]相同为30×120个控制容积, 本文把流

函数和阻力系数都定义在控制容积中心 (按文献[10 ]的分类属B 类网格)。迭代过程中边界

控制容积上求值时无需外插, 可把边界看做是宽 (或高)为零的控制容积, 域内可利用相邻控

制容积中心上的值。迭代收敛后再插值求其他点数值。详请参看文献 [9 ]、[10 ]。

本文根据B rooker [ 2 ]所用 Shedd [ 3 ]的玉米试验数据所得到的阻力参数A 、B , 由式 (11)转

换得到相应于不同压力区段的流函数模型下的阻力参数 Α和 Β, 限于篇幅不赘述。

由于从入口压力并不能直接得到流速分布, 我们利用 [11 ]中同工况压力解的结果, 用

式 (1) 求出谷床上部均匀流速, 从而算得总流量, 进而由对称面上 Ω0为零确定外仓壁流函数

值。假定空腔进口处流函数按线性分布。在上表面边界 cg 上取 5Ωö5n= 0。根据作者在文献

[ 11 ]中的密网格 (30×120) 计算得到的上部流速V y = 7. 125m öm in, 取 Ω1= 4. 3434 m 2öm in

。需要指出的是根据多次计算, 我们认为文献[ 2 ]中提供的上部均匀流速V y = 6. 02 m öm in

(23. 7 ftöm in)误差偏大, 可能还未收敛。

3. 2　结果分析

由计算得到的流函数等值线图见图2, 图中右侧对称面流函数值为零, 向左每线递增 ∃Ω
= 0. 2172 m 2öm in, 在左边界线上有 Ω1= 4. 3434 m 2öm in。经转换得到的等压线示于图3, 图

中上表面 p = 0, 向下每线按 ∃p = 25 Pa 递增。表1给出了11个算点的压力数值。从表1可知入

口界面上算点压力最大偏差出现在奇点9处为4. 5 % , 除少数点外压力偏差均小于1 % , 流

线图反映的流场也是合理的, 证明了流函数模型的可行性。由于本文提出的流函数模型是在

未作任何进一步假定下从公认的压力模型导出的, 所以两种模型完全等价, 无须再进行实验

验证, 从原理讲数值计算误差应当更小, 个别算点误差略大可能由于剖分细度不够以及由此

引起的压力转换时的误差积累。从计算时间来看, 本例用压力模型迭代16万次以上才基本收

敛, 而按流函数模型无论均匀还是非均匀网格只须迭代1万余次即收敛。

图1　模型仓几何形状　　　　　图2　数值预测的流线图　　　　　图3　数值预测的等压线图
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表1　两种模型算点压力值的比较 Pa

算点 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

压力解 424. 5 421. 7 412. 5 438. 7 434. 3 421. 2 500. 0 500. 0 500. 0 402. 2 395. 9

流函数解 424. 3 421. 5 412. 4 437. 7 433. 2 420. 3 499. 3 498. 1 477. 5 412. 3 398. 7

相对误差ö% 0. 05 0. 05 0. 02 0. 23 0. 25 0. 20 0. 14 0. 38 4. 50 2. 51 0. 71

4 　结　语

1) 从压力形式通风方程导出的流函数模型, 与原模型完全等价。对于气流不可通过边

界占优的粮仓通风问题, 本文模型的收敛速度大大高于前者;

2) 本文模型可直接得到流场, 对通风、干燥分析都很方便; 但从实验角度看, 在谷床中

测压比测速更方便可靠。因此, 用本文的公式从流函数再转求压力对实验验证仍然必要;

3) 计算实践表明, 在给定总风量下算得的空腔内压力值相差极小, 说明气流是垂直进

入谷床界面的, 所以空腔入口流函数分布方式不影响谷床的气流流场;

4) 本文所述流函数法原则上也适用于有限元法, 但均不适用于三维计算。
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