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奇异摄动系统的二次稳定性和二次可镇定性
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摘  要 }讨论了连续奇异摄动系统的二次稳定性 o利用线性矩阵不等式方法 o推导了奇异摄动系统二次稳

定性的充分条件 o并给出了二次可镇定并可解的充分条件和二次可镇定的状态反馈控制器的一种迭代求法 q

利用 � �×���工具箱仿真验证了结果的正确性 q并且和同阶次的正常系统算法进行了有效的比较 o论证了奇

异摄动方法解决 ¶·¬©©问题的有效性 q
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1  引言 (Ιντροδυχτιον)

t|{x年 , �¤µ°¬¶«
≈t 在利用李亚普诺夫函数和

� ¬¦¦¤·¬方程 ,讨论正常系统的鲁棒稳定性时 ,首次

提出了 /二次稳定 0的概念 ,其基本思想是构造一个

李亚普诺夫函数 ς(ξ) ,沿着系统讨论 ς
#
(ξ) [ p Α#

+ ξ+ u
(Α �s)的可能性 .随后 ,文献 [ u] ![ v]相继得

到了一些重要的结论 . t|||年 , ÷∏≥
[ w]将 /二次稳定

性 0和 /二次可镇定性 0的概念推广到广义系统 ,并

在此领域作了大量的工作 [ x]
,利用 �� �方法 ,得到

了不确定广义系统广义二次稳定和广义二次可镇定

的充要条件 ;证明了广义二次稳定和鲁棒稳定的关

系 ,设计了不确定广义系统鲁棒镇定的状态反馈控

制律 .文 [ y]将二次稳定的概念引入到奇异摄动系

统 ,并证明了与其快慢子系统二次稳定的等价性 .但

文中所需的条件非常苛刻 ,而且不易应用 .

  本文将系统假设为正常系统处理 ,把二次稳定

的条件转化为一个含有小参数的矩阵不等式 ,通过

引入一个特殊分块的正定矩阵把参数在化简过程中

消掉 ,得到了奇异摄动系统二次稳定的充要条件 ,并

得出了奇异摄动系统二次可镇定的充分可解的条

件 .通过 � �×���中 �� �工具箱和一种迭代算法 ,

求得了系统二次可镇定的状态反馈控制器 .

2  系统描述 (Σψστεμ δεσχριπτιον)

考虑奇异摄动系统 :

ξ# = (Αtt + ∃Αtt (τ) ) ξ + (Αtu + ∃Αtu (τ) ) ζ

Ε ζ# = (Αut + ∃Αut (τ) ) ξ + (Αuu + ∃Αuu (τ) ) ζ
(t)

其中 ξΙ Ρ
νt , ζΙ Ρ

νu为系统状态向量 ; Αtt Ι Ρ
νt ≅ νu , Αtu

Ι Ρ
νt ≅ νu , Αut Ι Ρ

νu ≅ νt , Αuu Ι Ρ
νu ≅ νt为常系数矩阵 .
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∃Αιϕ, ι�t, u, ϕ�t, u,为结构摄动 , Ε � s为奇异摄动

参数 .令

Αs = ΑΕ + ∃ΑΕ(τ) =
Αtt Αtu

Ε−t
Αut Ε−t

Αuu

+
∃Αtt (τ) ∃Αtu (τ)

Ε−t ∃Αut (τ) Ε−t ∃Αuu (τ)
(u)

其中不确定性矩阵满足如下匹配条件 :

∃Α(τ) =
∃Αtt (τ) ∃Αtu (τ)

∃Αut (τ) ∃Αuu (τ)

=
Δt

Δu

Φ(τ) [ Εt  Εu ] = ΔΦ(τ)Ε (v)

其中 Δt Ι Ρ
νt ≅ νφ!Δu Ι Ρ

νu ≅ νφ!Εt Ι Ρ
νφ≅ νt !Εu Ι Ρ

νφ≅ νu

为常数矩阵 ,不确定矩阵 Φ(τ) Ι Ρ
νφ≅ νφ满足 Φ

×
(τ) #

Φ(τ) [ Ινφ .称满足条件 (v)的不确定性参数 ∃ΑΕ是

容许的 .

3  二次稳定性 (Θυαδρατιχ σταβιλιτψ)

定义 1
[ y]  如果系统 (t)中结构摄动 ∃ΑΕ是容

许的 ,且存在矩阵 Π � Π
×
� s以及某一个 Ε3 � s使

得对于所有的 ΕΙ (s, Ε3 ] ,均有 Α
×

s Π n ΠΑs � s,则

称系统是二次稳定的 .

  引理 1
[ {]  若 Ξ与 Ψ是给定的适维矩阵 ,则对

任意的 Ε �s,有 :

 Ξ
×
Ψ + Ψ

×
Ξ [ ΕΞ×

Ξ + (t /Ε)Ψ×
Ψ

  文献 [ y]中用奇异摄动快慢分解的思想得到系

统的二次稳定性 ,需要的条件多而且苛刻 .下面直接

用矩阵不等式方法得到奇异摄动系统二次稳定的条

件 ,无需假设 Αuu n ∃Αuu可逆 .

  定理 1  若存在正定矩阵 Πt Ι Ρ
νt ≅ νt ,正定矩阵

Πv Ι Ρ
νu ≅ νu和矩阵 Πu Ι Ρ

νt ≅ νu及某一个 Ε3 � s使得

对于所有的 ΕΙ (s, Ε3 ] ,满足下面 �� �:

. t . u Πt Δt + Πu Δu Ε
×

t

3 ΠvΑuu + Α
×

uuΠv Πv Δv Ε
×

u

3 3 − Ι s

3 3 s − Ι

< s (w)

则系统是二次稳定的 .其中 , / 3 0表示对角位置上

矩阵的转置 ,

  . t = ΠtΑtt + Α
×

ttΠt + ΠuΑut + Α
×

utΠu

×

  . u = ΠtΑtu + ΠuΑuu + Α
×

utΠv

  证明  要使得系统 (t)是二次稳定的 ,只要存

在矩阵 Π � Π
×
� s和某一个 Ε3 � s使得对于所有 Ε

Ι (s, Ε3 ] , Α
×

s Π n ΠΑs � s成立 .即 (ΑΕ n ∃ΑΕ )
×
Π n

Π(ΑΕ n ∃ΑΕ ) �s,由引理 t和 ≥¦«∏µ补引理以及 (v)

式可得 :

Α
×

ΕΠ + ΠΑΕ ΠΔΕ Ε
×

Δ
×

ΕΠ − Ι s

Ε s − Ι

< s (x)

取 Π =
Πt ΕΠu

ΕΠ×

u ΕΠv

,其中 Πt Ι Ρ
νt ≅ νt , Πv Ι Ρ

νu ≅ νu均

为正定矩阵 ,则

Α
×

ΕΠ + ΠΑΕ ΠΔΕ Ε
×

Δ
×

ΕΠ − Ι s

Ε s − Ι

=

. t . u Πt Δt + Πu Δu Ε
×

t

3 ΠvΑuu + Α
×

uuΠv Πv Δu Ε
×

u

3 3 − Ι s

3 3 s − Ι

+ Ο(Ε)

(y)

则一定存在一个 Ε3 � s,使得对于所有的 ΕΙ (s,

Ε3 ] ,式 (w)和式 (y)是等价的 .

4  二次可镇定性 (Θυαδρατιχ σταβιλιζαβιλιτψ)

考虑具有如下形式的奇异摄动系统 :

ξ# = (Αtt + ∃Αtt (τ) ) ξ + (Αtu + ∃Αtu (τ) ) ζ

+ (Βt + ∃Βt (τ) )υ

Ε ζ# = (Αut + ∃Αut (τ) ) ξ + (Αuu + ∃Αuu (τ) ) ζ

+ (Βu + ∃Βu (τ) )υ

(z)

其中 υΙ Ρ
ρ为系统的输入 , Βt Ι Ρ

νt ≅ ρ!Βu Ι Ρ
νu ≅ ρ为

常矩阵 ,其它量如系统 (t)中叙述 .其中结构摄动满

足如下条件 :

  
∃Αtt (τ) ∃Αtu (τ) ∃Βt (τ)

∃Αut (τ) ∃Αuu (τ) ∃Βu (τ)

 =
Δt

Δu

Φ(τ) [ Εt  Εu  Ζ] ({)

其中 Δt Ι Ρ
νt ≅ νφ , Δu Ι Ρ

νu ≅ νφ , Εt Ι Ρ
νφ≅ νt , Εu Ι Ρ

νφ≅ νu ,

ΖΙ Ρ
νφ≅ ρ为已知矩阵 ,不确定阵 Φ(τ) Ι Ρ

νφ≅ νφ满足

Φ
×
(τ)Φ(τ) [ Ινφ .

  定义 2  若存在状态反馈控制律 υ =

[ Κt  Κu ]
ξ

ζ
,使得不确定系统 (z)的闭环系统二

次稳定 ,则称系统 (z)是二次可镇定的 .

  定理 2  如果存在正定矩阵 Πt Ι Ρ
νt ≅ νt ,正定矩

阵 Πv Ι Ρ
νu ≅ νu ,矩阵 Πu Ι Ρ

νt ≅ νu ,状态反馈阵 Κt Ι
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Ρ
ρ≅ νt , Κu Ι Ρ

ρ≅ νu和某一个 Ε3 � s,使得对于所有的 Ε

Ι (s, Ε3 ] ,满足下面矩阵不等式 :

   

2t 2u 2w Ε
×

t Κ
×

t Ζ
×

3 2v Πv Δu Ε
×

u Κ
×

u Ζ
×

3 s − Ι s s

3 3 s − Ι s

3 3 s s − Ι

< s (|)

则系统 (z)是二次可镇定的 .

其中 2t = Πt (Αtt + ΒtΚt ) + (Αtt + ΒtΚt )
×
Πt

+ Πu (Αut + ΒuΚt ) + (Αut + ΒuΚt )
×
Π
×

u

  2u = Πt (Αtu + ΒtΚu ) + Πu (Αuu + ΒuΚu )

+ (Αut + ΒuΚt )
×
Πv

  2v = Πv (Αuu + ΒuΚu ) + (Αuu + ΒuΚu )
×
Πv

  2w = u(Πt Δt + Πu Δu )

  证明方法与定理 u相仿 .

  不等式 (|)为非线性矩阵不等式 ,目前对于非

线性矩阵不等式的求解比较困难 .下面对于 (|)式

进行一些放大处理 ,尽量将其线性化 .根据引理 t,

  2t [ ΠtΑtt + Α
×

ttΠt + ΠuΑut + Α
×

utΠ
×

u + ΠtΠt

+ (ΒtΚt )
×
(ΒtΚt ) + ΠuΠ

×

u

+ (ΒuΚt )
×
(ΒuΚt )

  2v [ ΠvΑuu + Α
×

uuΠv + ΠvΠv

+ (ΒuΚu )
×
(ΒuΚu )

×

因此不等式 (|)左侧可以放大为 :

. t Πt Πu Κ
×

t Β
×

t Κ
×

t Β
×

u ( t s s u(Πt Δt + Πu Δu ) Ε
×

t Κ
×

t Ζ
×

3 − Ι s s s s s s Πv Δu Ε
×

u Κ
×

u Ζ
×

3 s − Ι s s s s s s s s

3 s s − Ι s s s s s s s

3 s s s − Ι s s s s s s

3 s s s s ( u Πv Κ
×

u Β
×

u s s s

s s s s s 3 − Ι s s s s

s s s s s 3 s − Ι s s s

3 s s s s s s s − Ι s s

3 3 s s s s s s s − Ι s

3 3 s s s s s s s s − Ι

< s (ts)

其中 :

  ( t = ΠtΑtu + Α
×

utΠv + ΠuΑuu + Πt ΒtΚu

+ Πu ΒuΚu + Κ
×

t Β
×

u Πv

  ( u = ΠvΑuu + Α
×

uuΠv

记上面不等式中矩阵为 7 .则矩阵不等式 (ts)是系

统 (z)二次可镇定的充分条件 .

  注 :由于 ( t 中后三项 ,式 (ts)依然没有完全线

性化 .

  下面给出一种迭代的算法 [ z]
.

  取 7 的子块 :

5 =

. t Πt Πu Κ
×

t Β
×

t Κ
×

t Β
×

u ( t

3 − Ι s s s s

3 s − Ι s s s

3 s s − Ι s s

3 s s s − Ι s

3 s s s s − Ι

=

. t ( v ( u

3 − Ι s

3 s − Ι

(tt)

设 # t =

s s Μt − Ρ
−t
t ΒtΚu

s s s

Νt + Πt s s

# u =

s s Μu − Ρ
−t
u ΒuΚu

s s s

Ν
×

u + Π
×

u s s

# v =

s s Μv − Ρ
−t
v ΒuΚt

s s s

Νv + Πv s s

0 t =

s s Ρt

s s s

Ρt s s

,  0 u =

s s Ρu

s s s

Ρu s s

0 v =

s s Ρv

s s s

Ρv s s

其中 Μt Ι Ρ
νt≅ νu , Νt Ι Ρ

νt≅ νt , Ρt Ι Ρ
νt≅ νt , Μu Ι

Ρ
νu≅ νu , Νu Ι Ρ

νt≅ νu , Ρu Ι Ρ
νu ≅ νu , Μv Ι Ρ

νu≅ νt , Νv Ι

Ρ
νu≅ νu , Ρv Ι Ρ

νu≅ νu且 Ρt > s, Ρu > s, Ρv > s为给定
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的常数阵 ,则

 5 + # ×

t 0 t # t + # ×

u 0 u # u + (# ×

v 0 v # v )
×

=

. t Πt Πu Κ
×

t Β
×

t Κ
×

t Β
×

u ( w

3 − Ι s s s s

3 s − Ι s s s

3 s s − Ι s s

3 s s s − Ι s

3 s s s s − Ι

其中 :

( w = ΠtΑtu + Α
×

utΠv + ΠuΑuu + Ν
×

t ΡtΜt

− Ν
×

t ΒtΚu + Πt ΡtΜt + Νu ΡuΜu

− Νu ΒuΚu + Πu ΡuΜu + Μ
×

v Ρ
×

v Νv

− Κ
×

t Β
×

u Νv + Μ
×

v Ρ
×

v Πv

将 # ×

t 0 t # t !# ×

u 0 u # u ! # ×

v 0 v # v 的维数补成与 7 相

同 ,即令 :

  

5 t =
# ×

t 0 t # t s

s s

5 u =
# ×

u 0 u # u s

s s

5 v =
# ×

v 0 v # v s

s s

则考虑 :

7 + 5 t + 5 u + 5 v =

. t Πt Πu Κ
×

t Β
×

t Κ
×

t Β
×

u ( w s s u(Πt Δt + Πu Δu ) Ε
×

t Κ
×

t Ζ
×

3 − Ι s s s s s s Πv Δu Ε
×

u Κ
×

u Ζ
×

3 s − Ι s s s s s s s s

3 s s − Ι s s s s s s s

3 s s s − Ι s s s s s s

3 s s s s ( u Πv Κ
×

u Β
×

u s s s

s s s s s 3 − Ι s s s s

s s s s s 3 s − Ι s s s

3 s s s s s s s − Ι s s

3 3 s s s s s s s − Ι s

3 3 s s s s s s s s − Ι

< s

(tu)

如果 Μt !Νt !Μu !Νu !Μv !Νv 均被固定 ,则 (tu)式是

一个关于 Πt !Πu !Πv !Κt !Κu 的 �� �.若

  Μt − Ρ
−t
t ΒtΚu = s, Νt + Πt = s

  Μu − Ρ
−t
u ΒuΚu = s, Ν

×

u + Π
×

u = s

  Μv − Ρ
−t
v ΒuΚt = s, Νv + Πv = s

则式 (tu)和式 (ts)是等价的 .

  下面给出迭代算法的步骤 :

  ≥·̈³t 给定正定矩阵 Ρt !Ρu !Ρv 及矩阵 Μ
(t)

t !

Μ
(t)
u !Μ(t)

v !Ν(t)
t !Ν(t)

u !Ν(t)
v ;

  ≥·̈³u  用 � �×���工具箱解 �� �(tu) ,得到

Π
(t)
ι !Κ(t)

ϕ (ι�t, u, v; ϕ�t, u) ;

  ≥·̈³v 迭代计算

  

Μ
(κ+t)
t = Ρ

−t
t ΒtΚ

(κ)
u , Ν

(κ+t)
t = − Π

(κ)
t

Μ
(κ+t)
u = Ρ

−t
u ΒuΚ

(κ)
u , Ν

(κ+t)
u = − (Π

(κ)
u )

×

Μ
(κ+t)
v = Ρ

−t
v ΒuΚ

(κ)
t , Ν

(κ+t)
v = − Π

(κ)
v

(tv)

  ≥·̈³w 若 ≥·̈³v得到的解是收敛的 ,即

  + Π
(κ)
ι − Π

(κ+t)
ι + u ψ s (ι = t, u, v)

则停止计算 ,得到状态反馈阵 Κ
(κ)
t !Κ(κ)

u .若 ≥·̈³v得

到的解发散 ,则重新选择 Ρt ! Ρu ! Ρv 及 Μ
(t)
t !Μ(t)

u !

Μ
(t)
v !Ν(t)

t !Ν(t)
u !Ν(t)

v ,重复 ≥·̈³u.

5  算例仿真 (Εξαμ πλε ανδ σιμ υλατιον)

考虑一个四阶奇异摄动系统

ξ#

Ε ζ#
= (Α + ∃Α)

ξ

ζ
+ (Β + ∃Β)υ

其中系数矩阵 Α =

− s.vyy s.suz s.t{{ − s.wxxx

s.sw{u − t.st s.uw − s.w

t s − w s

− w.sz s s − w

,

Β = [ v s.x − t − t]
×
, ∃Α!∃Β满足式 ({) , Δt =

[ − s.t − s.t]
×
, Δu = [ s.t s.t]

×
, Εt = [ s.t s.x] ,

Εu = [ s.x s.x] , Ζ = − s.x, Φ(τ) = ¶¬±τ;摄动参数
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Ε � s.x,初始条件为 :
ξs

ζs

= [ s.{ − t s.x − t]
× 1

  用 � �×���中 �� �工具箱 ,计算 (tu) ! (tv)

式 ,给定 Ρ � Ιu ≅ u , Μ!Ν初值为 :

Μ
(t)

=
− s.x s.u

u s.x
, Ν

(t)
=

s.t s.t

s.t s.t

  迭代循环 κ �ts次 ,得到矩阵 :

  Πt =
s.v{{{ − s.yxw|

− s.yxw| t.sxzu

  Πu =
− s.twxy s.s|vv

s.suyv s.ssvx

  Πv =
s.w|uv s.suvx

s.suvx s.sy|u

  Κt = [ − s.styz − s.ssst]

  Κu = [ − s.tts{ s.swsv]

  求得反馈阵 [ Κt  Κu ]并得到系统的闭环状态

响应曲线如下 :

图 t 闭环奇异摄动系统状态分量 ξt 响应曲线

ƒ¬ªqt ƒ¬µ¶·¦²°³²± ±̈·ξt ¶·¤·̈ µ̈¶³²±¶̈ ²©

¶¬±ª∏̄¤µ̄¼ ³̈ µ·∏µ¥̈ §¦̄²¶̈§2̄²²³¶¼¶·̈°

  对于上面例题如果直接将 Ε看作常数按照正则

系统处理 ,所得的仿真结果如图 x!图 y1

  Ε �t和 Ε �s.x时的状态响应曲线分别如图 x!

y所示 .当 Ε再变小 ,由于系统的奇异性 , � �×���

就不能再画出图形了 .因此已经不能在 Ε � s.sx时

比较奇异摄动系统和相应的正则系统的状态响应 .

图 u 闭环奇异摄动系统状态分量 ξu 响应曲线

ƒ¬ªqu ƒ¬µ¶·¦²°³²± ±̈·ξu ¶·¤·̈ µ̈¶³²±¶̈ ²©

¶¬±ª∏̄¤µ̄¼ ³̈ µ·∏µ¥̈ §¦̄²¶̈§2̄²²³¶¼¶·̈°

图 v 闭环奇异摄动系统状态分量 ξv 响应曲线

ƒ¬ªqv ƒ¬µ¶·¦²°³²± ±̈·ξv ¶·¤·̈ µ̈¶³²±¶̈ ²©

¶¬±ª∏̄¤µ̄¼ ³̈ µ·∏µ¥̈ §¦̄²¶̈§2̄²²³¶¼¶·̈°

图 w 闭环奇异摄动系统状态分量 ξw 响应曲线

ƒ¬ªqw ƒ¬µ¶·¦²°³²± ±̈·ξw ¶·¤·̈ µ̈¶³²±¶̈ ²©

¶¬±ª∏̄¤µ̄¼ ³̈ µ·∏µ¥̈ §¦̄²¶̈§2̄²²³¶¼¶·̈°

{wv 信  息  与  控  制 vw卷  



图 x Ε � t时 ,闭环正则系统状态响应曲线

ƒ¬ªqx ≥·¤·̈ µ̈¶³²±¶̈ ²©µ̈ª∏̄¤µ̄¼

¦̄²¶̈§2̄²²³¶¼¶·̈° º«̈ ± Ε � t

图 y Ε � s.x时 ,闭环正则系统状态响应曲线

ƒ¬ªqy ≥·¤·̈ µ̈¶³²±¶̈ ²©µ̈ª∏̄¤µ̄¼

¦̄²¶̈§2̄²²³¶¼¶·̈° º«̈ ± Ε � s.x

6  结论 (Χονχλυσιον)

本文应用矩阵不等式方法 o通过引入一个特殊

正定矩阵的分块 o讨论了奇异摄动系统的二次稳定

性和二次可镇定性问题 o得到了奇异摄动系统二次

可镇定的充分条件 q通过一种迭代的算法求得状态

反馈控制器 q仿真算例验证了结论的正确性 o并且和

正则系统处理方法相比较 o得出奇异摄动方法处理

¶·¬©©问题大大优越于一般方法 q

参  考  文  献 (Ρ εφερενχεσ)

≈t   �¤µ°¬¶«� � q �̈ ¦̈¶¶¤µ¼ ¤±§¶∏©©¬¦¬̈±·¦²±§¬·¬²±¶©²µ́ ∏¤§µ¤·¬¦¶·¤2

¥¬̄¬·¼ ²©¤± ∏±¦̈µ·¤¬± ¶¼¶·̈° ≈� q �²∏µ±¤̄ ²©�³·¬°¤̄ ×«̈ ²µ¼ ¤±§

�³³̄¬¦¤·¬²±o t|{xo wykwl}v|| ∗ ws{q

≈u   ° ·̈̈µ¶̈± �� o � ²̄ ²̄·≤ ∂ q � � ¬¦¦¤·¬̈ ∏́¤·¬²± ¤³³µ²¤¦«·²·«̈ ¶·¤2

¥¬̄¬½¤·¬²± ²©∏±¦̈µ·¤¬± ¬̄± ¤̈µ¶¼¶·̈°¶≈� q �∏·²°¤·¬¦¤o t|{yo uu

kwl}v|z ∗ wttq

≈v   �«¤µª²± µ̈®¤µ° °o ° ·̈̈µ¶̈± � � o �«²∏�q � ²¥∏¶·¶·¤¥¬̄¬½¤·¬²± ²©

∏±¦̈µ·¤¬± ¬̄± ¤̈µ¶¼¶·̈°¶} ∏́¤§µ¤·¬¦¶·¤¥¬̄¬½¤¥¬̄¬·¼ ¤±§ � ] ¦²±·µ²̄

·«̈ ²µ¼ ≈� q �∞∞∞ ×µ¤±¶¤¦·¬²±¶²± �∏·²°¤·¬¦≤²±·µ²̄o t||so vx

kvl}vxy ∗ vytq

≈w   ÷∏ ≥o ≠ ¤±ª ≤q ≥·¤¥¬̄¬½¤·¬²± ²©§¬¶¦µ̈·̈2·¬°¨¶¬±ª∏̄¤µ¶¼¶·̈°¶} ¤
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