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奇异摄动系统的二次稳定性和二次可镇定性

蔡晨晓 邹  云 徐胜元
南京理工大学自动化系 江苏 南京  

摘  要 讨论了连续奇异摄动系统的二次稳定性 利用线性矩阵不等式方法 推导了奇异摄动系统二次稳

定性的充分条件 并给出了二次可镇定并可解的充分条件和二次可镇定的状态反馈控制器的一种迭代求法

利用 × 工具箱仿真验证了结果的正确性 并且和同阶次的正常系统算法进行了有效的比较 论证了奇

异摄动方法解决 问题的有效性
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1  引言 (Ιντροδυχτιον)

年 ,
≈ 在利用李亚普诺夫函数和

方程 ,讨论正常系统的鲁棒稳定性时 ,首次

提出了 /二次稳定 0的概念 ,其基本思想是构造一个

李亚普诺夫函数 ς(ξ) ,沿着系统讨论 ς
#
(ξ) [ Α#

+ ξ+ (Α )的可能性 .随后 ,文献 [ ] ![ ]相继得

到了一些重要的结论 . 年 , ÷∏≥
[ ]将 /二次稳定

性 0和 /二次可镇定性 0的概念推广到广义系统 ,并

在此领域作了大量的工作 [ ]
,利用 方法 ,得到

了不确定广义系统广义二次稳定和广义二次可镇定

的充要条件 ;证明了广义二次稳定和鲁棒稳定的关

系 ,设计了不确定广义系统鲁棒镇定的状态反馈控

制律 .文 [ ]将二次稳定的概念引入到奇异摄动系

统 ,并证明了与其快慢子系统二次稳定的等价性 .但

文中所需的条件非常苛刻 ,而且不易应用 .

  本文将系统假设为正常系统处理 ,把二次稳定

的条件转化为一个含有小参数的矩阵不等式 ,通过

引入一个特殊分块的正定矩阵把参数在化简过程中

消掉 ,得到了奇异摄动系统二次稳定的充要条件 ,并

得出了奇异摄动系统二次可镇定的充分可解的条

件 .通过 × 中 工具箱和一种迭代算法 ,

求得了系统二次可镇定的状态反馈控制器 .

2  系统描述 (Σψστεμ δεσχριπτιον)

考虑奇异摄动系统 :

ξ# = (Α + ∃Α (τ)) ξ + (Α + ∃Α (τ) ) ζ

Ε ζ# = (Α + ∃Α (τ)) ξ + (Α + ∃Α (τ) ) ζ
( )

其中 ξΙ Ρ
ν
, ζΙ Ρ

ν 为系统状态向量 ; Α Ι Ρ
ν ≅ ν

, Α

Ι Ρ
ν ≅ ν

, Α Ι Ρ
ν ≅ ν

, Α Ι Ρ
ν ≅ ν 为常系数矩阵 .
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∃Αιϕ, ι , , ϕ , ,为结构摄动 , Ε 为奇异摄动

参数 .令

Α = ΑΕ + ∃ΑΕ(τ) =
Α Α

Ε−
Α Ε−

Α

+
∃Α (τ) ∃Α (τ)

Ε− ∃Α (τ) Ε− ∃Α (τ)
( )

其中不确定性矩阵满足如下匹配条件 :

∃Α(τ) =
∃Α (τ) ∃Α (τ)

∃Α (τ) ∃Α (τ)

=
Δ

Δ
Φ(τ) [ Ε  Ε ] = ΔΦ(τ)Ε ( )

其中 Δ Ι Ρ
ν ≅ νφ!Δ Ι Ρ

ν ≅ νφ!Ε Ι Ρ
νφ≅ ν !Ε Ι Ρ

νφ≅ ν

为常数矩阵 ,不确定矩阵 Φ(τ) Ι Ρ
νφ≅ νφ满足 Φ

×
(τ) #

Φ(τ) [ Ινφ .称满足条件 ( )的不确定性参数 ∃ΑΕ是

容许的 .

3  二次稳定性 (Θυαδρατιχ σταβιλιτψ)

定义 1
[ ]  如果系统 ( )中结构摄动 ∃ΑΕ是容

许的 ,且存在矩阵 Π Π
× 以及某一个 Ε3 使

得对于所有的 ΕΙ ( , Ε3 ] ,均有 Α
×
Π ΠΑ ,则

称系统是二次稳定的 .

  引理 1
[ ]  若 Ξ与 Ψ是给定的适维矩阵 ,则对

任意的 Ε ,有 :

 Ξ
×
Ψ + Ψ

×
Ξ [ ΕΞ×

Ξ + ( /Ε)Ψ×
Ψ

  文献 [ ]中用奇异摄动快慢分解的思想得到系

统的二次稳定性 ,需要的条件多而且苛刻 .下面直接

用矩阵不等式方法得到奇异摄动系统二次稳定的条

件 ,无需假设 Α ∃Α 可逆 .

  定理 1  若存在正定矩阵 Π Ι Ρ
ν ≅ ν

,正定矩阵

Π Ι Ρ
ν ≅ ν 和矩阵 Π Ι Ρ

ν ≅ ν 及某一个 Ε3 使得

对于所有的 ΕΙ ( , Ε3 ] ,满足下面 :

. . Π Δ + Π Δ Ε
×

3 Π Α + Α
×
Π Π Δ Ε

×

3 3 − Ι

3 3 − Ι

< ( )

则系统是二次稳定的 .其中 , / 3 0表示对角位置上

矩阵的转置 ,

  . = Π Α + Α
×
Π + Π Α + Α

×
Π

×

  . = Π Α + Π Α + Α
×
Π

  证明  要使得系统 ( )是二次稳定的 ,只要存

在矩阵 Π Π
× 和某一个 Ε3 使得对于所有 Ε

Ι ( , Ε3 ] , Α
×
Π ΠΑ 成立 .即 (ΑΕ ∃ΑΕ )

×
Π

Π(ΑΕ ∃ΑΕ ) ,由引理 和 ≥ ∏补引理以及 ( )

式可得 :

Α
×

ΕΠ + ΠΑΕ ΠΔΕ Ε
×

Δ
×

ΕΠ − Ι

Ε − Ι

< ( )

取 Π =
Π ΕΠ

ΕΠ× ΕΠ
,其中 Π Ι Ρ

ν ≅ ν
, Π Ι Ρ

ν ≅ ν 均

为正定矩阵 ,则

Α
×

ΕΠ + ΠΑΕ ΠΔΕ Ε
×

Δ
×

ΕΠ − Ι

Ε − Ι

=

. . Π Δ + Π Δ Ε
×

3 Π Α + Α
×
Π Π Δ Ε

×

3 3 − Ι

3 3 − Ι

+ Ο(Ε)

( )

则一定存在一个 Ε3 ,使得对于所有的 ΕΙ ( ,

Ε3 ] ,式 ( )和式 ( )是等价的 .

4  二次可镇定性 (Θυαδρατιχ σταβιλιζαβιλιτψ)

考虑具有如下形式的奇异摄动系统 :

ξ# = (Α + ∃Α (τ)) ξ + (Α + ∃Α (τ) ) ζ

+ (Β + ∃Β (τ) )υ

Ε ζ# = (Α + ∃Α (τ)) ξ + (Α + ∃Α (τ) ) ζ

+ (Β + ∃Β (τ) )υ

( )

其中 υΙ Ρ
ρ为系统的输入 , Β Ι Ρ

ν ≅ ρ!Β Ι Ρ
ν ≅ ρ为

常矩阵 ,其它量如系统 ( )中叙述 .其中结构摄动满

足如下条件 :

  
∃Α (τ) ∃Α (τ) ∃Β (τ)

∃Α (τ) ∃Α (τ) ∃Β (τ)

 =
Δ

Δ
Φ(τ) [ Ε  Ε  Ζ] ( )

其中 Δ Ι Ρ
ν ≅ νφ , Δ Ι Ρ

ν ≅ νφ , Ε Ι Ρ
νφ≅ ν

, Ε Ι Ρ
νφ≅ ν

,

ΖΙ Ρ
νφ≅ ρ为已知矩阵 ,不确定阵 Φ(τ) Ι Ρ

νφ≅ νφ满足

Φ
×
(τ)Φ(τ) [ Ινφ .

  定义 2  若存在状态反馈控制律 υ =

[ Κ  Κ ]
ξ

ζ
,使得不确定系统 ( )的闭环系统二

次稳定 ,则称系统 ( )是二次可镇定的 .

  定理 2  如果存在正定矩阵 Π Ι Ρ
ν ≅ ν

,正定矩

阵 Π Ι Ρ
ν ≅ ν

,矩阵 Π Ι Ρ
ν ≅ ν

,状态反馈阵 Κ Ι
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Ρ
ρ≅ ν

, Κ Ι Ρ
ρ≅ ν 和某一个 Ε3 ,使得对于所有的 Ε

Ι ( , Ε3 ] ,满足下面矩阵不等式 :

   

2 2 2 Ε
×

Κ
×
Ζ
×

3 2 Π Δ Ε
×

Κ
×
Ζ
×

3 − Ι

3 3 − Ι

3 3 − Ι

< ( )

则系统 ( )是二次可镇定的 .

其中 2 = Π (Α + Β Κ ) + (Α + Β Κ )
×
Π

+ Π (Α + Β Κ ) + (Α + Β Κ )
×
Π
×

  2 = Π (Α + Β Κ ) + Π (Α + Β Κ )

+ (Α + Β Κ )
×
Π

  2 = Π (Α + Β Κ ) + (Α + Β Κ )
×
Π

  2 = (Π Δ + Π Δ )

  证明方法与定理 相仿 .

  不等式 ( )为非线性矩阵不等式 ,目前对于非

线性矩阵不等式的求解比较困难 .下面对于 ( )式

进行一些放大处理 ,尽量将其线性化 .根据引理 ,

  2 [ Π Α + Α
×
Π + Π Α + Α

×
Π
×
+ Π Π

+ (Β Κ )
×
(Β Κ ) + Π Π

×

+ (Β Κ )
×
(Β Κ )

  2 [ Π Α + Α
×
Π + Π Π

+ (Β Κ )
×
(Β Κ )

×

因此不等式 ( )左侧可以放大为 :

. Π Π Κ
×
Β
×

Κ
×
Β
× ( (Π Δ + Π Δ ) Ε

×
Κ
×
Ζ
×

3 − Ι Π Δ Ε
×

Κ
×
Ζ
×

3 − Ι

3 − Ι

3 − Ι

3 ( Π Κ
×
Β
×

3 − Ι

3 − Ι

3 − Ι

3 3 − Ι

3 3 − Ι

< ( )

其中 :

  ( = Π Α + Α
×
Π + Π Α + Π Β Κ

+ Π Β Κ + Κ
×
Β
×
Π

  ( = Π Α + Α
×
Π

记上面不等式中矩阵为 7 .则矩阵不等式 ( )是系

统 ( )二次可镇定的充分条件 .

  注 :由于 ( 中后三项 ,式 ( )依然没有完全线

性化 .

  下面给出一种迭代的算法 [ ]
.

  取 7 的子块 :

5 =

. Π Π Κ
×
Β
×

Κ
×
Β
× (

3 − Ι

3 − Ι

3 − Ι

3 − Ι

3 − Ι

=

. ( (

3 − Ι

3 − Ι

( )

设 # =

Μ − Ρ
−
Β Κ

Ν + Π

# =

Μ − Ρ
−
Β Κ

Ν
×
+ Π

×

# =

Μ − Ρ
−
Β Κ

Ν + Π

0 =

Ρ

Ρ

,  0 =

Ρ

Ρ

0 =

Ρ

Ρ

其中 Μ Ι Ρ
ν ≅ ν

, Ν Ι Ρ
ν ≅ ν

, Ρ Ι Ρ
ν ≅ ν

, Μ Ι

Ρ
ν ≅ ν

, Ν Ι Ρ
ν ≅ ν

, Ρ Ι Ρ
ν ≅ ν

, Μ Ι Ρ
ν ≅ ν

, Ν Ι

Ρ
ν ≅ ν

, Ρ Ι Ρ
ν ≅ ν 且 Ρ > , Ρ > , Ρ > 为给定
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的常数阵 ,则

 5 + # × 0 # + # × 0 # + (# × 0 # )
×

=

. Π Π Κ
×
Β
×

Κ
×
Β
× (

3 − Ι

3 − Ι

3 − Ι

3 − Ι

3 − Ι

其中 :

( = Π Α + Α
×
Π + Π Α + Ν

×
Ρ Μ

− Ν
×
Β Κ + Π Ρ Μ + Ν Ρ Μ

− Ν Β Κ + Π Ρ Μ + Μ
×
Ρ
×
Ν

− Κ
×
Β
×
Ν + Μ

×
Ρ
×
Π

将 # × 0 # !# × 0 # ! # × 0 # 的维数补成与 7 相

同 ,即令 :

  

5 =
# × 0 #

5 =
# × 0 #

5 =
# × 0 #

则考虑 :

7 + 5 + 5 + 5 =

. Π Π Κ
×
Β
×

Κ
×
Β
× ( (Π Δ + Π Δ ) Ε

×
Κ
×
Ζ
×

3 − Ι Π Δ Ε
×

Κ
×
Ζ
×

3 − Ι

3 − Ι

3 − Ι

3 ( Π Κ
×
Β
×

3 − Ι

3 − Ι

3 − Ι

3 3 − Ι

3 3 − Ι

<

( )

如果 Μ !Ν !Μ !Ν !Μ !Ν 均被固定 ,则 ( )式是

一个关于 Π !Π !Π !Κ !Κ 的 .若

  Μ − Ρ
−
Β Κ = , Ν + Π =

  Μ − Ρ
−
Β Κ = , Ν

×
+ Π

×
=

  Μ − Ρ
−
Β Κ = , Ν + Π =

则式 ( )和式 ( )是等价的 .

  下面给出迭代算法的步骤 :

  ≥  给定正定矩阵 Ρ !Ρ !Ρ 及矩阵 Μ
( ) !

Μ
( ) !Μ( ) !Ν( ) !Ν( ) !Ν( )

;

  ≥  用 × 工具箱解 ( ) ,得到

Π
( )
ι !Κ( )

ϕ (ι , , ; ϕ , ) ;

  ≥  迭代计算

  

Μ
(κ+ )

= Ρ
−
Β Κ

(κ)
, Ν

(κ+ )
= − Π

(κ)

Μ
(κ+ )

= Ρ
−
Β Κ

(κ)
, Ν

(κ+ )
= − (Π

(κ)
)
×

Μ
(κ+ )

= Ρ
−
Β Κ

(κ)
, Ν

(κ+ )
= − Π

(κ)

( )

  ≥  若 ≥ 得到的解是收敛的 ,即

  + Π
(κ)
ι − Π

(κ+ )
ι + ψ  (ι = , , )

则停止计算 ,得到状态反馈阵 Κ
(κ) !Κ(κ)

.若 ≥ 得

到的解发散 ,则重新选择 Ρ ! Ρ ! Ρ 及 Μ
( ) !Μ( ) !

Μ
( ) !Ν( ) !Ν( ) !Ν( )

,重复 ≥ .

5  算例仿真 (Εξαμ πλε ανδ σιμ υλατιον)

考虑一个四阶奇异摄动系统

ξ#

Ε ζ#
= (Α + ∃Α)

ξ

ζ
+ (Β + ∃Β)υ

其中系数矩阵 Α =

− . . . − .

. − . . − .

−

− . −

,

Β = [  . − − ]
×
, ∃Α!∃Β满足式 ( ) , Δ =

[ − . − . ]
×
, Δ = [ . . ]

×
, Ε = [ . . ] ,

Ε = [ . . ] , Ζ = − . , Φ(τ) = τ;摄动参数
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Ε . ,初始条件为 :
ξ

ζ
= [ . − . − ]

× 1

  用 × 中 工具箱 ,计算 ( ) ! ( )

式 ,给定 Ρ Ι ≅ , Μ!Ν初值为 :

Μ
( )

=
− . .

.
, Ν

( )
=

. .

. .

  迭代循环 κ 次 ,得到矩阵 :

  Π =
. − .

− . .

  Π =
− . .

. .

  Π =
. .

. .

  Κ = [ − .  − . ]

  Κ = [ − .  . ]

  求得反馈阵 [ Κ  Κ ]并得到系统的闭环状态

响应曲线如下 :

图  闭环奇异摄动系统状态分量 ξ 响应曲线

ƒ  ƒ ξ

∏ ∏ 2

  对于上面例题如果直接将 Ε看作常数按照正则

系统处理 ,所得的仿真结果如图 !图 1

  Ε 和 Ε . 时的状态响应曲线分别如图 !

所示 .当 Ε再变小 ,由于系统的奇异性 , ×

就不能再画出图形了 .因此已经不能在 Ε . 时

比较奇异摄动系统和相应的正则系统的状态响应 .

图  闭环奇异摄动系统状态分量 ξ 响应曲线

ƒ  ƒ ξ

∏ ∏ 2

图  闭环奇异摄动系统状态分量 ξ 响应曲线

ƒ  ƒ ξ

∏ ∏ 2

图  闭环奇异摄动系统状态分量 ξ 响应曲线

ƒ  ƒ ξ

∏ ∏ 2
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图  Ε 时 ,闭环正则系统状态响应曲线

ƒ  ≥ ∏

2 Ε

图  Ε . 时 ,闭环正则系统状态响应曲线

ƒ  ≥ ∏

2 Ε .

6  结论 (Χονχλυσιον)

本文应用矩阵不等式方法 通过引入一个特殊

正定矩阵的分块 讨论了奇异摄动系统的二次稳定

性和二次可镇定性问题 得到了奇异摄动系统二次

可镇定的充分条件 通过一种迭代的算法求得状态

反馈控制器 仿真算例验证了结论的正确性 并且和

正则系统处理方法相比较 得出奇异摄动方法处理

问题大大优越于一般方法
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