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基于稳定性分析的一类欠驱动系统的滑模控制器设计
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摘  要 }从稳定分析的角度提出了一种欠驱动系统的新型滑模控制方法 q该方法将各个子系统的一个变

量进行组合定义成一个中间变量 o然后从这个中间变量出发构造滑模函数 o通过求取总的控制量保证中间变

量在有限时间内收敛到平衡点 ~进一步利用 �¤≥¤̄¯̈不变性原理证明该收敛域内只有一个平衡点且是渐近稳

定的 q仿真实验进一步验证了该结论 q3
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1  引言 (Ιντροδυχτιον)

欠驱动系统是指系统的独立控制变量个数小于

系统自由度个数的一类非线性系统 o在节约能量 !降

低造价 !减轻重量 !增强系统灵活度等方面都较完全

驱动系统优越 q欠驱动系统结构简单 o便于进行整体

的动力学分析和试验 ~同时由于系统的高度非线性

使得欠驱动系统又足够复杂 o便于研究和验证各种

算法的有效性 q

  目前关于各种欠驱动系统模型的控制方法的研

究有很多 o�«¤±ª
≈t 等采用混杂控制方法实现了

° ±̈§∏¥²·的摆起与倒立平衡控制 ~�¤∏¶̈µ
≈u 等给出

了板球系统的非线性控制策略 ~≤²µµ¬ª¤
≈v 等研究的

是一种线性时变的吊车模型 o采用了最优控制策略 o

同时针对对象的变参数的特点提出了一种变反馈增

益的状态反馈控制法 ~≠¬
≈w 等采用模糊控制实现了

平行双倒立摆控制等等 q

  目前 o国内外各国学者正尝试着采用滑模控制

来解决欠驱动系统的控制问题 o已有的各种滑模控

制方法大致可以归纳为一种基于聚合式的分层递阶

结构的滑模控制器 q�¬±
≈x 等针对欠驱动模型提出了

一种双层滑模控制器 o其中第二层滑模平面的系数

通过模糊逻辑来调节 o这样虽然提高系统的自适应

能力 o但却使得系统的稳定性分析变得复杂 q�²
≈y 

等针对倒立摆系统同样提出了具有聚合式结构的滑

模控制器 o但是对于该控制器的稳定性也只是给了

一个定性的说明 o而在理论上并没有给出严密的证

明 o并且对子滑动平面上的系统状态的收敛性也没

有讨论 q

  总之 o对于基于聚合式分层递阶结构的滑模控
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制器 o目前已有了一定研究成果 o但是都存在中间层

的稳定性难于严格证明的问题 q本文从欠驱动系统

的标准模型出发 o提出了一种新型滑模控制器设计

方法 q

2  滑模控制器设计 (Δεσιγν οφ σλιδινγ2μ οδε

χοντρολλερ)

考虑如下结构形式的单输入多输出非线性耦合

系统 :

ξ
#
t (τ) = ξu (τ)

ξ
#
u (τ) = φt (Ξ) + βt (Ξ)υ(τ) + δt (τ)

ξ
#
v (τ) = ξw (τ)

ξ
#
w (τ) = φu (Ξ) + βu (Ξ)υ(τ) + δu (τ)

ψ(τ) = [ ξt (τ) , ξv (τ) ]
×

(t)

这里 Ξ � ( ξt , ξu , ξv , ξw )
× 为系统的状态变量 ;

φt (Ξ) ! φu (Ξ)为非线性函数 ; βt (Ξ) !βu (Ξ)为已知的

控制项非线性函数 ; δt (τ) !δu (τ)为有界的外部扰动

和系统参数扰动项 ; υ(τ)为系统的控制输入 .为方便

起见 ,将 φι(Ξ) !βι (Ξ) !δι (τ)简写为 φι!βι!δι (ι � t,

u) .这种形式显然是二阶欠驱动控制系统 (如 �¦µ²2

¥²·!° ±̈§∏¥²·!二级倒立摆以及桥式吊车系统等 )的

一个统一的表示方式 .对于系统模型 ,做如下假设 :

  �t:假设式 (t)所示系统的非线性部分满足下

列条件 : φt (Ξ) � φu (Ξ) � s,当且仅当 ΞΣ s时才成

立 .

  针对式 (t)所示欠驱动系统标准模型 ,按照子

系统可以分为两组状态变量 (ξt , ξu )和 (ξv , ξw ) ,定

义一个中间变量 ,其形式为 :

ζ = ξt + Αξv (u)

其中 Α为大于零的常数 .

  因此可以进一步定义滑模函数为 :

σ = χζ + ζ
#

(v)

其中 χ为大于零的常数 ,这样采用一个滑模函数就

可以实现对多变量欠驱动系统的描述 ,从而避免了

多层结构中的多个滑模函数的设计 .

  采用等效控制法求取滑动平面的等效控制量

为 :

ϋ ´ = −
(Αφu + φt )# [t −| ¶ª±(σ) | ] + χΑξw + χξu

Αβu + βt

(w)

  设总的控制量如下式所示 :

υ = ϋ ´ + υ¶º (x)

  为了求取切换控制量 ,我们进一步采用了李亚

普诺夫方法来从稳定性的角度进行设计 .其中 ,李亚

普诺夫能量函数取为 :

ς =
t

u
σ
u

(y)

因此对李亚普诺夫能量函数求导可得 :

ς
#

= σσ
#

= σ[ χ ζ
#
+ ζ

&
] = σ(χ ξ

#
t + χΑ ξ

#
v + ξ

&
t + Α ξ

&
v )

= σ(χξu + χΑξw + φt + βt υ + δt

+ Αφu + Αβu υ + Αδu )

= σ[ χξu + χΑξw + φt + Αφu + δt (z)

+ Αδu + (βt + Αβu )υ]

= σ[ δt + Αδu + (βt + Αβu ) υ¶º ]

为保证系统的稳定性 ,取切换控制分量为如下形式 :

υ¶º = − (Αβu + βt )
−t # [ Γ# ¶ª±(σ) + κσ] ({)

其中 Γ!κ为大于零的常数 .

ς
#

= − Γ | σ| − κσ
u
+ σ(δt + Αδu )

[ − Γ | σ| − κσ
u
+ | σ|# | δt + Αδu | (|)

  定义参数 δμ = ¶∏³
τ∴ s

| Α# δu (τ) + δt (τ) | ,同时

取 Γ � δμ 则有 :

ς
#

[ − Γ | σ| + | σ|# | Αδu + δt | − κσ
u

[ − | σ| (Γ − δμ ) − κσ
u

[ s (ts)

  最后可知系统的总的控制律 υ能够保证滑动平

面 σ存在 ,并且在有限时间 τσ内收敛到平衡点 .

3  滑模控制器的稳定性分析 (Σταβιλιτψ α2
ναλψσισ οφσλιδινγ2μ οδε χοντρολλερ)

在进行滑模控制器设计的过程中 ,采用李亚普

诺夫方法求取了系统的总控制量 ,但是该控制量只

能保证滑模平面的收敛 ,也就是中间变量能够在有

限时间收敛到平衡点 ,这也是滑模控制器设计的常

用方法 .但是对于中间变量组成中所对应的各子系

统的状态变量的稳定性却无法保证 ,由于只是中间

变量收敛到平衡点 ,因此系统的状态变量收敛只是

收敛到了一个收敛域内 ,即 {Ξ¿ξt nΑξv �sΗ ξ
#
t nΑ#

ξ
#

v � s} ,下面我们将对系统内部的状态变量的稳定

性进行进一步分析 .

  对于滑模函数而言 ,由于其满足滑模存在和稳

定的条件 ,因此在有限时间内滑模平面将趋近原点 ,

即下式成立 :

ζ(τ) = ζ# (τ) = s   (τ∴ τσ) (tt)

进一步可以得到如下结果 :

ζ
#

= s] ζ
&
= s] υ

χ
΅ = −

Αφu + φt
Αβu + βt

(tu)

vvuu期   王  伟等 }基于稳定性分析的一类欠驱动系统的滑模控制器设计



  由于当滑模平面收敛到原点后 ,等效控制量 ϋ ´

切换到 υχ̈́ ,它描述的是在 ζ# � s上的运动轨迹 ,同样

通过这个控制量能够保证构成 ζ# 的两个状态变量也

在有限时间内收敛到平衡点 ,即 :

ξ
#
t (τ) = ξ

#
v (τ) = s  (τ∴ τπ ) (tv)

  现在讨论 τ∴ τπ ∴ τσ时刻系统的稳定性问题 .

  当 τ∴ τπ ∴ τσ时 , υ �s,系统的方程变为 :

ξ
#
t (τ) = ξu (τ)

ξ
#
u (τ) = φt (Ξ)

ξ
#
v (τ) = ξw (τ)

ξ
#
w (τ) = φu (Ξ)

(tw)

  下面对于这个自治系统采用 �¤≥¤̄¯̈ 不变性定

理进行进一步分析 .首先定义一个紧集 8 Ξ ,其形式

为 :

8 Ξ = { Ξ | ς(σ) [ Ξ , σ = χζ + ζ#

  = χξt + χΑξv + ξu + Αξw } (tx)

这里 Ξ为一个正常数 ,通常为 ς(s) .

  进一步定义一个集合 # < 8 Ξ ,其形式为 :

# = { Ξ Ι 8 Ξ | ς
#

(Ξ) = s} (ty)

  由于 τ∴ τπ ,系统的状态又收敛到更小的一个收

敛域内 ,因此 ,我们进一步取 # 的一个子集 # t < #

为 :

# t = 8 Ξ Η { ζ = ζ# = ξ
#
t = ξ

#
v = s}

< 8 Ξ Η { Ξ | ς
#

= s} (tz)

  定义 7 为 # t中的最大不变集 ,根据 �¤≥¤̄¯̈不

变性原理 ,可以得到对于从 8 Ξ 中出发的每一个解 ,

当 τψ ] 时必然趋于 7 .下面我们进一步计算这个最

大不变集 7 的范围 .当 τ∴ τπ ∴ τσ时 ,由 # t 的范围可

以得到 :

  
ξ

#
t = s

ξ
#
v = s

]
ξ
&
t = s

ξ
&
v = s

]
φt (Ξ) = ξ

#
u = ξ

&
t = s

φu (Ξ) = ξ
#
w = ξ

&
v = s

     ] Ξ = s (t{)

  根据假设条件 �t,可以进一步得到 :

7 = 8 Ξ Η { Ξ | ς
#

(τ) = s, (τ∴ τπ ) }

= { (s, s, s, s) } (t|)

  因此 , # t中的最大不变集就是原点 .由于假设

条件 �t表明当且仅当 Ξ � s时 ,才有 φ(Ξ) � s,因

此 ,原点是 # t 中的唯一解 ,根据 �¤≥¤̄¯̈渐近稳定性

定理可以知道平衡点 Ξ �s是渐近稳定的 .

  值得说明的是 ,这里讨论系统平衡点的渐近稳

定性问题是有条件的 ,即 τ∴ τπ ∴ τσ时段的平衡点的

稳定性问题 ,对于 s[ τ[ τπ 这一有限时间内系统状

态的收敛问题 ,通过滑模方法给予解决 ,因为利用李

亚普诺夫稳定定理求得的变结构控制量能够保证滑

模函数在有限时间存在和收敛 ,并能够把系统状态

控制到一个紧集 { Ξ¿ζ� ζ
#
� ξ

#
t � ξ

#
v � s}内 ,采用 �¤2

≥¤̄¯̈不变性定理可以进一步证明此时系统的平衡

点是渐近稳定的 .

4  仿真分析 (Σιμ υλατιον αναλψσισ)

桥式吊车系统 (见图 t)是一种典型的二阶欠驱

动系统 ,通过一个电机来控制台车移动并且在移动

的过程中实现抗摆控制 .按照文献 [ z]所示的方法

可以得到该欠驱动系统的模型 ,通过转化可以将该

模型变成式 (t)所示的形式 ,其中 (t)式中的 φt !βt !

φu !βu 如下所示 :

φt = −
μ ΛΗ

#
u
¶¬±Η + μ ª¶¬±Η¦²¶Η

Μ + μ ¶¬±
uΗ

  

βt = −
t

Μ + μ ¶¬±
uΗ

(us)

φu = −
(μ + Μ)ª¶¬±Η + μ ΛΗ

#
u
¶¬±Η¦²¶Η

(Μ + μ ¶¬±
uΗ)Λ

βu = −
¦²¶Η

(Μ + μ ¶¬±
uΗ)Λ

(ut)

这里 Μ表示台车的质量 ; μ 表示负载的质量 ; ξ表示

台车的水平位移 ; Η表示绳子的摆角 ; Λ为绳长 .

  

图 t 桥式吊车系统

ƒ¬ªqt �√ µ̈«̈ ¤§¦µ¤±¨¶¼¶·̈°

  可以发现 φt ! φu 与台车的水平位移 ξ和水平速

度 ξ
#
无关 ,通过验证可以知道当且仅当 Ξ � (ξ, ξ

#
, s,

s)时有 φt � φu � s,由于此时 ζ� ζ
#
� s,所以可以得到

ξt � ξ
#

t � s,因此满足假设条件 �t.

  吊车系统的各个参数分别取为 : Μ � t®ª, μ �

s.{®ª, Λ�s.vsx° .对于滑模控制器 ,其参数分别为 :

χ�s.{, Α �s.t, Γ �w, κ �s.t.

  图 u!v为 ξ
δ
� u°情况下吊车系统水平位移和

wvu  信  息  与  控  制 vw卷



速度以及摆角和角速度的输出曲线 ,从图中可以看

出台车能够在较快的时间到达给定位置 ,并且在到

达期望值之前实现了抗摆控制 . 图 w给出了中间变

量和滑模函数的收敛曲线 ,可以看出滑模函数和中

间变量都能收敛到零 ,其结果验证了该基于稳定设

计的滑模控制器的有效性以及前面所进行的稳定性

分析的正确性 .

  

图 u 台车子系统输出状态

ƒ¬ªqu �∏·³∏·¶·¤·̈¶²©·«̈ ·µ²̄¯̈ ¼ ¶∏¥¶¼¶·̈°

  

图 v 载荷子系统输出状态

ƒ¬ªqv �∏·³∏·¶·¤·̈¶²©·«̈ ²̄¤§¶∏¥¶¼¶·̈°

5  结论 (Χονχλυσιον)

本文针对一类具有重力项的欠驱动系统非线性

模型 o从稳定性的角度提出了一种滑模控制方法 o该

方法可以实现单输入多输出非线性系统的有效控

制 q仿真结果进一步验证了这种稳定滑模控制方法

的有效性以及理论分析的正确性 o因此该方法对于

满足一定假设条件的欠驱动被控对象的控制是可行

的 q

  

图 w 中间变量及滑动平面收敛曲线

ƒ¬ªqw ≤²±√ µ̈ª̈ ±¦̈ ¦∏µ√ ¶̈²©¬±·̈µ¬° √¤µ¬¤¥̄¨¤±§¶̄¬§¬±ª³̄¤±¨
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±²± ¬̄± ¤̈µ¤̈ µ²̈ ¤̄¶·¬¦¶·µ∏¦·∏µ̈ ≈� q °µ²¦̈ §̈¬±ª¶²©·«̈ ussu �∞∞∞

�±·̈µ±¤·¬²±¤̄ ≤²±©̈µ̈±¦̈ ²± ƒ∏½½¼ ≥¼¶·̈°¶≈≤  q °¬¶¦¤·¤º¤¼o ��o

�≥�}�∞∞∞o ussuqyyu ∗ yyzq

≈y   �² �o ετ αλq ⁄ ¦̈²∏³̄ §̈ ©∏½½¼ ¶̄¬§¬±ª2°²§̈ ¦²±·µ²̄ ≈ � q �∞∞∞

×µ¤±¶¤¦·¬²±¶²± ƒ∏½½¼ ≥¼¶·̈°¶o t||{o ykvl}wuy ∗ wvxq

≈z   王  伟 o易建强 o赵冬斌 o等 q基于滑模方法的桥式吊车系统的

抗摆控制 ≈� q控制与决策 ousswo t|k|l}tstv ∗ tstyq
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