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摘!要!可信度投票法不仅使用了基分类器输出的类别%还使用了输出的可信度8推导了该方法训练错误率的界
以及期望错误率的界8发现为了最小化期望错误率的界%应该使用错误独立的基分类器%如果基分类器的错误率不
是很高%这个界以指数级速度随着基分类器错误率的降低而降低%而且这个界随着投票次数的增加也会下降8在最
小化训练错误率的界的意义下%得到了一种权值分配方法8把这个方法应用于一种KB::CE:算法!/K%得到了综合
分类算法%/K8使用-%’机器学习数据集中的数据%通过实验验证了%/K的有效性8
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W69ET[C77TRIZRBHR[CSQSQRCEIZRBHCE:6UV6SCE:SCARHCUSQRWBHRI7BHHCUCRZH’RZZ6ZZBSRCHE6SS66
QC:Q816ZACECAC\CE:SQRW69ET6USZBCECE:RZZ6ZZBSR%BHIQRARSQBSBHHC:EH[RC:QSHS6WBHRI7BH<
HCUCRZHCHCESZ6T9IRT8/EREHRAW7RB7:6ZCSQAEBART%/KCH6WSBCERT[QREBYY7DCE:SQRHIQRARS6
/K%EBAR7DBGCET6UKB::CE:8)XYRZCARESH[CSQ-%’TBSBHRSHHQ6[SQRVB7CTCSD6U%/K8
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ZBSRH"KB::CE:

4!引!言

综合分类#REHRAW7RI7BHHCUCIBSC6E$指利用多个

基分类器的输出以得到更好的分类器%这些基分类
是为同一个任务而训练出的%每一个都能单独完成
分类任务8综合分类在很多应用中都表现出很好的
性能%是目前机器学习最重要的研究方向之一(="?)8



综合多个基分类器最简单的方法是对它们的输出进

行线性加权!这称为投票法8投票法给每个基分类器
分配权值!权值反映各基分类器对最终结果的影响程
度8如果各基分类器的权值相同!则称为简单投票法8
基分类器的性能体现在两个方面"一是可靠性#

二是稳定性8大部分权值分配方法都试图给可靠性
高的基分类器分配较大的权值!例如!]9用从训练
集中计算出的信任度$WR7CRU%给各基分类器分配权
值&;’!孙怀江用相关证据模型给基分类器赋权值&$’8
3RZZ6ER认为当基分类器无偏且互不相关时!在均
分误差最小的意义下!权值应与基分类器的方差成
反比&J’!方差反映分类器的稳定性!这个方法实际上
是给稳定的基分类器以更大的权值8
在分类时!有些基分类器只能输出类别!例如

%;8$!但多数基分类器除了输出类别!还可以输出
该类别的可信度!例如KBDRHCBE(H(((基于距离的
分类器(*52(/((8如果只利用类别进行投票在
直观上是不合理的"如果两个基分类器输出相同的
类别!但一个可信度很高!另一个可信度很低!表决
时它们就不应起到相同的作用8所以实际上有很多
投票法不仅使用类别!还使用类别的可信度&=!!!;’!
我们把这种投票法称为可信度投票法8
KB::CE:和 /TBK66HS是两种最重要的综合分
类方法!都使用了投票法8KB::CE:的核心是通过对
训练实例的重抽样形成多个基分类器!用简单投票
法综合这些基分类器&@’8/TBK66HS给每个训练实例
维持着一个权值$不是投票时使用的权值%!以级联
的方式训练多轮8每一轮中由训练实例及相应的权
值训练出一个基分类器!再根据该基分类器对每个
训练实例分类的结果调整其权值!增加错分实例的
权值!这样迫使下一轮训练出的基分类器更关注于当
前基分类器失败的实例8/TBK66HS按照基分类器在
训练集上的准确率分配权值!用投票法进行综合&"’8

2BSBE给出了简单投票法期望错误率的界&>’!
但这个结论并不能适用于一般的可信度投票法8我
们推导出可信度投票法错误率的界!并在最小化训
练错误率的界的意义下给出了一种新的权值分配方

法8/K$属性KB::CE:"/SSZCW9SRKB::CE:%是一种
新的 KB::CE:算法!用属性重抽样代替实例重抽
样&=#’8作为可信度投票法的一个应用!把我们的权
值分配方法应用于 /K得到一种称为%/K$%6EUC<
TREIR<WBHRT/K%的综合分类算法8通过-%’机器学
习数据集中的一些数据用实验比较了%/K与 /K
的性能8

5!可信度投票法

我们只研究最简单的两分类问题8设实例空间
为"!类别空间为!^ _=!) *= 8训练集为!^)$I=!

&=%!$I!!&!%!+!$I=!&=%*!其中I.""!&."!!!
中的元素按照某个分布C 独立地抽取得到J用<个
基分类器进行投票!第"个基分类器为6"$I%!它的
符号表示类别!绝对值表示可信度J分配给6"$I%的
权值为!"!投票函数为 K$I%̂ HC:E+$I$ %%!其中

+$I%̂ #
<

"L=
!"6"$I%!#

<

"L=
!"^=J我们首先给出可信度

投票法训练错误率的界J
5J4!可信度投票法训练错误率的界
引理4J!可信度投票法对训练集!的训练错

误率满足下面的界"

=
= ."K$I.%$&) *. %

&
<

"L=
A"

=
$=%

其中A"^#
=

.L=
R _!"&.6"$I.$ %%!=为!中训练样本的

个数J
引理=的证明见附录/J式$=%左边为训练错误

率!右边的A"衡量了基分类器6"由!"加权的训练错
误率的大小!6"的错误率越小!A"也越小J
我们还给出另外一个较松的界!但这个界可以

用于估计简单投票法的期望错误率!而且可进一步
由它导出可信度投票法期望错误率的界J
引理5J!可信度投票法对!的训练错误率还

满足下面的界"

=
= ."K$I.%$&) *. %&

<

"L=
M" $!%

其中M"^ =
=#

=

.L=
RXY N&.6"$I.$ %$ %% !"

J

引理!的证明见附录KJ式$!%中的M"同样也反
映了基分类器6"错误率的大小!但形式与A"不同J
5J5!可信度投票法的期望错误率
如果已知基分类器的错误率!可以用引理!粗略

地估计出简单投票法期望错误率的界J设6"$I.%"

_=!) *= !M"中的#
=

.L=
RXY _&.6"$I.$ %%可分解为两项"

#
=

.L=
RN&.6"$I.$ %%L #

."&.,+$I.%L=
RN&.6"$I.$ %%O

! #
."&.,+$I.%LN=

RN&.6"$I.$ %%
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L #
.!&."+#I.$L=

RN=O #
.!&."+#I.$LN=

R #?$

!!设所有6"#I$的错误率都为D$%用 " 表示集
合中元素的数目%当=比较大时有

.!&."6"#I$L& ’= L =ND# $$ "=

.!&."6"#I$LN& ’= LD$"& =
#;$

把式#;$代入式#?$%考虑到式#!$中M"的定义及

#
<

"L=
!" =̂%得到

&
<

"L=
M"L&

<

"L=

= =ND# $$ RN=O=D$R# $=
!"

LRN= =ND# $$ OD$R #$$
考虑到引理!%我们有

=
= .!K#I.$$&& ’. %RN=" =ND# $$ OR"D$

#J$

!!如果!是任取的%上面的推导仍然成立%所以
式#J$粗略地给出了简单投票法期望错误率的上界J
这个界并不紧%当D$ #̂时%这个界为R_=%还不能取
到#J但它反映了一个直观的事实!基分类器错误率
越低%简单投票法的错误率也越低J

记$!^== .!K#I.$$&& ’. %下标!表示$!是

由训练集! 求出的J对式#!$两边求期望可得到可
信度投票法期望错误率的界!

2I"C K#I$$( )& L:!"C $# $! %: &
<

"L=
M# $"
#@$

!!如果基分类器6"#I$的错误互相独立%则M"互

相独立%式#@$的右端取到最小值&
<

"L=
: M# $" J这说明

为了得到更好的投票效果应该使各个基分类器的错

误互相独立JM"中反映基分类器错误率的_&.6"#I.$
出现在指数部分%所以可信度投票法期望错误率的
界随着基分类器错误率的降低以指数级速率降低J
如果基分类器的错误率低到足以使M"’=#对基分
类器的这个要求并不高$%那么投票次数越多#< 越
大$%这个界也越低J
KZRCABE指出KB::CE:只对不稳定的分类算法
有效(@)J使用重抽样时%不稳定的分类算法训练出不
同的基分类器%各基分类器的错误不相关J所以重抽
样只是获得错误独立的基分类器的一种方法%对

KB::CE:而言重抽样并不是本质的%对错误独立的
基分类器的投票才是本质的8%QB[7B通过实验也指
出了这一点(==)J

5J6!可信度投票法训练实例权值的选取方法
我们通过最小化引理=中训练错误率的界来确

定基分类器6"#I$的权值!"J用*IQBYCZR发展的技
术可以证明定理=(")J

定理4J如果!是训练集%当!"^=!7E
=‘*"
=_*# $" %

"̂ =%!%*%<时%可信度投票法的训练错误率不大于

&
<

"L=
=N*!( "

=
#"$

其中*"^#
=

.L=
&.6"#I.$J

证明J!下面的叙述中在不引起误解的情况下%
有时略去下标"J我们只需最小化式#=$中的A 即
可J令5. &̂.6"#I.$%RXY _!5# $. 是凸函数%所以有

AL#
=

.L=
RXY N!5# $. %#

=

.L=

=O5.
! RN!O=N5.! R# $!

#>$

!!式#>$右端对!求导%取导数为#%可得到当!^
=
!7E

=‘*
=_# $* 时%式#>$右端取到最小值 =_*( !%代入

式#=$的右端%即可证明式#"$J 证毕J

定理=没有考虑#
<

"L=
!"^=的限制%实际上只要

做简单的归一化即可J因为投票函数 K#I$的符号
表示类别%并不关心绝对值%所以归一化可以省略J

/TBK66HS使用了投票机制(")%给基分类器分配
的权值!"具有和定理=相同的形式%但/TBK66HS的

*"^#
=

.L=
P"#$.&.6"#I.$%其中P"#$. 是指定给训练实

例I.的权值J可信度投票法相当于给每个训练实例
分配了相同的权值=J/TBK66HS使用P"#$. 使难以
正确分类的实例对*"的影响更大%当训练实例没有
类别噪声时有更好的性能%但当类别噪声存在时给
基分类器分配的权值!"就不合理%此时如果给每个
训练实例分配相同的权值会有更好的效果JaCRS<
SRZCIQ通过实验对比了几种综合分类方法%也指出
了这一事实(=!)J所以与/TBK66HS相比%可信度投票
法有更好的抗类别噪声能力J
上面的!"是在最小化训练错误率的界的意义下

得到的%实际上更关心期望错误率J*IQBYCZR给出了
投票法的期望错误率与训练错误率的关系(")!
定理5#*IQBYCZR$J!设!是含= 个实例的训

练集%其中的实例I按照某个分布C 独立地选取J
设基分类器空间的Q>维为0%且令#)#J那么任意

#=?= 计!!算!!机!!学!!报 !##$年



投票函数+以至少=_#的概率!对于所有的$)#
满足

2I"C"&+#I$%%2I"! &+#I$’" %$ O

R
=
(=

076:! =&# $0
$! O76:=# $## $

=
!

#=#$

!!式#=#$的左边是期望错误率!右边第一项是训
练错误率!第二项反映了实例个数’基分类器空间等
的影响J如果减少训练错误率!就减少了式#=#$的右
端!因而减少了期望错误率的上界J我们的方法实际
是通过减少训练错误率来得到更小的期望错误率J

6!).7算法

KZD77提出一种新的KB::CE:算法 /K"=#%J设实
例I.用0个属性表示!属性集F为(#=!#=!)!#0*J
/K的训练共进行< 轮!在每一轮对属性集进行有
放回的重抽样!这样有的属性可能出现多次!有的属
性可能一次也不出现J根据每一轮抽样出的属性集
由原始训练实例得到新的训练实例!新训练实例与
原始训练实例一样多!这一点也与传统KB::CE:不
同J对每轮的训练实例集用基分类算法训练出一个
基分类器!对未知实例用<个基分类器的结果进行
简单投票表决J
H((是一种古老而有效的分类算法JKZRCABE
指出KB::CE:对于稳定的学习算法无效!H((是稳
定的!因而KB::CE:并不能增强H((的性能"@%J但

H((对于属性的增减很敏感!所以有研究者用 /K
来增强H((的性能"=?%J
我们把/K的简单投票法改为可信度投票法!

基分类器的权值!"按定理=选取!得到的新算法称

为基于可信度投票的属性KB::CE:#%/K$!算法=
给出了%/K8%/K执行<轮!每一轮中从原始属性
集中随机抽取/个属性!原始训练集中的实例只选
取这些属性得到该轮的训练集!用每轮不同的训练
集训练出不同的基分类器!用可信度投票法综合多
个基分类器的结果J
算法4J!%/KJ
=J确定重抽样出的属性集大小/!迭代次数< 和基分

类算法6J
!J16Z"̂ =!!!)!<执行以下?步

!J=从F中重抽样#有放回$/个属性得到属性集F"!!
中每个实例的属性只取F"得到!"+

!J!由!"用6训练出基分类器6"+

!J?计算!"^=!7E
=‘*"
=_*# $" +

?J对于测试样本I!K#I$̂ HC:E #
<

"L=
!"6"#I# $$ J

作为一个例子!我们仍然用H((作为基训练算
法J设H((输出的H个近邻中有/‘个正例!/_个反

例!把可信度定义为 /‘_/_
H J

8!实验结果

为了验证%/K算法!我们选取 -%’机器学习
数据集中的$个数据进行实验#!这$个数据的情况
列于表=J表=中,正例’反例-一列给出了每个数据正
类和反类的选择方法!,训练集’测试集-一列给出了
训练集和测试集的选择方法J实验中重抽样属性集的
大小/选为与原始属性集相同!即表=中的,属性个
数-一列给出的数值JH((的H取为$J为了对比也对

/K在同样的数据上用同样的参数进行了实验J

表4!9):;个实验数据的情况

数据 正例’反例 训练集’测试集 属性个数

YCABCETCEBHTCBWRSRH =为正例!#为反例 前?##个实例用于训练!后?J"个实例用于测试 "
C6E6HYQRZR :66T为正例!WBT为反例 前=##个实例用于训练!后!$=个用于测试 ?;
H6EBZ ACER为正例!Z6IG为反例 原始数据已做了划分 J#
7CVRZTCH6ZTRZ =为正例!#为反例 奇数实例用于训练!偶数实例用于测试 J
ER[SQDZ6CT E6ZAB7为正例!QDYRZ和QDY6为反例 奇数实例用于训练!偶数实例用于测试 $

!!对每个数据集重复进行$#次实验!求出错误率

的均值和标准差!标准差反映分类器的稳定性!实验

结果列于表!J可以看出在$个数据上%/K得到的

错误率都低于 /K!除ER[SQDZ6CT外#表中用黑体

表示$!%/K的方差也低于/K8%/K较低的错误率

和较小的方差说明可信度投票法有比简单投票更好

的性能J

表5!9):;个数据集的实验结果#错误率$

数据集
%/K

均值 标准差

/K
均值 标准差

YCABCETCEBHTCBWRSRH #8!!! #8##$ #8!?$ #8##"
C6E6HYQRZR #8!?# #8##@ #8!$# #8#=?
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# K7BGR%808!2RZ\%8+88-%’.RY6HCS6ZD6UABIQCER7RBZE<
CE:TBSBWBHRH"QSSY.&&[[[8CIH89IC8RT9&"A7RBZE&20.R<
Y6HCS6ZD8QSA7%8’ZVCER!%/.-ECVRZHCSD6U%B7CU6ZECB!aR<
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!续!表"

数据集
%/K

均值 标准差

/K
均值 标准差

H6EBZ #8=J@ #8##> #8=@> #8#==
7CVRZTCH6ZTRZ #8??J #8#=$ #8?$# #8#=$
ER[SQDZ6CT #8#J# <8<<= #8=#@ #8##$

;!结!论

我们给出了可信度投票法训练错误率的界以及

期望错误率的界8期望错误率的界表明为了使投票
法有效#必须使用错误独立的基分类器#此时可信度
投票法期望错误率的界以指数级速度随着基分类器

错误率的降低而降低#而且当基分类器错误率不是
特别高时#随着投票次数的增多#这个界也会降低8
在最小化可信度投票法训练错误的界的意义

下#我们导出了一种基分类器的权值分配公式8
把我们的可信度投票法应用于/K得到新的综

合分类算法$%/K8以H((作为基分类器#发现%/K
有比/K更好的性能8
尽管我们用可信度投票法改造/K#实际上可信

度投票法可应用于其它使用投票机制的分类器中8
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附录.
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= K!I."$&! ". %RXY N&.’+!I.! "" !="

其中=!"’ 表示这样的函数$当括号中条件成立时取=#否则

取#J根据式!="有
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附录7
!!证明J!根据引理=的证明思路有
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