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终端约束滚动时域控制的次优性分析

耿晓军 席裕庚
上海交通大学自动化研究所 上海 

摘 要 讨论了有终端约束的滚动时域控制相对于传统最优控制的次优性问题 首先考虑一

般形式的非线性系统 通过分析有限时域滚动优化的特点 得到了滚动时域控制次优性的上界 然

后将结果进一步应用于线性系统 得到一个量化的评价指标 α
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1 引言

最优控制理论的形成促成和推动了现代控制理论的发展 但在工业控制领域 时变性!不

确定性等因素限制了传统最优控制的应用 而滚动时域控制 ≤ 采用不断在线滚动优化

并在优化过程中利用实测系统信息进行反馈校正 使系统的鲁棒性得到增强 适用于控制复杂

工业生产过程

  ƒ 在文≈ 中指出最优控制如果采用无穷时域优化性能指标 是可以保证系统稳定

的 采用有限时域性能指标则无法保证 而滚动时域控制采用有限时域滚动优化 在一定条件

下可以使系统稳定 一种能实现稳定控制的策略) ) 有终端约束滚动控制 ≤ ≤

≤ × ≤ 受到人们的关注并广为研究 这些研究可分为两

类 一类是基于系统输入输出特性 要求控制系统输出跟踪一给定的期望输出 另一类是基于

系统状态方程 要求控制系统状态趋于平衡点 在前一类问题中若有系统可观测性假设 那么

可以看到这两类问题控制的本质是一致的 为了更加有效地突出本文的研究内容 下面仅讨论

状态调节问题

  和 °
≈ 在 年针对线性时变系统 利用有终端约束 Ξ Τ 的有限时域滚

动优化 设计出一稳定的状态反馈控制器 并根据 方程解的性质解决了该控制律的次

优性问题 之后 等≈ 将这一思想引入连续非线性系统 给出了该控制系统稳定的充分

条件 并在≈ 中提出了对应的可实现的控制算法 等≈ 则研究了离散非线性系统 在

同样终端约束下得到该控制策略的稳定性结论 最近 等≈ 又对其进行了扩展研究

得出可反馈线性化系统的稳定性结果 针对离散非线性系统 本文将分析这一稳定的控制策略

≤ ≤ 相对于最优控制的次优性

  显然 最优控制从整个控制时域出发 考虑的是性能的全局最优 而 ≤ 是滚动优化 每

一时刻得到的都是局部最优控制序列 且只将第一步控制量作用于系统 下一时刻重新优化求

解 这样得到的控制显然不能保证全局最优 于是 ≤ ≤ 的次优性就成为人们关注的问题 文

章分为五节 在第二节中给出有终端约束滚动时域控制的描述及其稳定性说明 第三节给出次
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优性问题的描述 分析了次优性的上界 在第四节中将此结果应用于线性系统 得到线性系统

≤ ≤ 次优性的一个量化评价指标 第五节是结束语

2 有终端约束滚动时域控制的描述及稳定性

给定如下一般形式的离散时不变非线性系统

ξ κ φ ξ κ υ κ

ξ 已知 ξ κ Ρ ν υ κ Ι Ρ μ φ 且 φ 在原点连续

  下面给出 ≤ ≤ 策略的算法

  在 κ时刻 已知系统状态 ξ κ 一个未来 Ν 步的控制信号序列记为 ΠΝ κ

ΠΝ κ ϖ κ ϖ κ , ϖΝ κ  ϖι κ Ι Ρ μ

若在该时刻实施这一控制序列 可得到各时刻的预测状态轨迹 记为

ζ κ ζ κ , ζΝ κ  ζι κ Ι Ρ ν

对应的有限时域性能指标为

ϑ κ Χ ϑ ξ κ ΠΝ κ Ε
Ν

ϕ

Λ ζϕ κ ϖϕ κ

优化问题描述为

ΠΝ κ
ϑ κ

 ζϕ κ φ ζϕ κ ϖϕ κ

ζ κ ξ κ ζΝ κ

这里 ζϕ κ ϖϕ κ 表示在滚动优化中考虑的预测状态和预测控制量 Λ 在 连续 且满足如

下条件≈

 Λ

 存在一非减函数 Χ ≈ ] ψ ≈ ] Χ 使得对于所有 ξ υ Ξ 成立

Χ + ξ υ+ [ Λ ξ υ   + − . + 为 Ρ ν ≅ Ρ μ 上的范数

显然可以推知 Λ 具有如下性质

 Λ ξ υ  Π ξ υ Ξ

 Λ ξ υ ψ  ] ξ υ ψ

 Λ ξ υ  ] ξ υ

  ≤ ≤ 是这样一种控制 在 κ时刻得到上述问题的最优控制序列Π3
Ν κ ϖ3 κ ϖ3 κ

, ϖ3
Ν κ 选取第一步控制量 υ κ ϖ3 κ 作用于系统后 在 κ 时刻得到当前状态 ξ κ

并重新优化上面问题 依次不断滚动 该策略可以保证系统稳定 有关定理可参见≈

3 非线性系统 ≤ ≤ 次优性问题的描述及分析

首先给出最优控制策略及最优性能指标如下

  对于系统 若能求解出一控制序列 υ κ κ , 使下面的性能指标

ϑ Ε
]

κ

Λ ξ κ υ κ

存在且极小 那么该控制序列为最优控制 Λ 的选取与第 节中有限时域优化一致
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  可以看到 最优控制性能指标ϑ3 Ε
]

κ
Λ ξ 3 κ υ3 κ ] 而根据Λ的性质 有

κψ ]
Λ ξ 3 κ υ3 κ 于是有 ξ 3 κ υ3 κ ψ 该控制系统稳定

  为了分析 ≤ ≤ 策略的次优性 就需设法得到上面的最优性能指标 ϑ3 和 ≤ ≤ 控制律

对应的全局性能指标 ϑ 之间的关系 ϑ Ε
]

κ
Λ ξ κ υ κ 其中 ξ κ υ κ 是根据第二节

的滚动控制过程中的实际状态量与控制量 以此为出发点 下面将给出离散非线性系统的主要

结果

  通过求解 κ 时刻的有限时域优化问题 可得到 Ν 步最优控制策略 Π3
Ν κ ϖ3 κ ϖ3

κ , ϖ3
Ν κ 在其作用下状态轨迹为 ζ3 κ ζ3 κ , ζ3

Ν κ 且有 ζ3
Ν κ 相应的

最优性能指标为 ϑ3 κ

  由于采取滚动优化机制 在κ时刻只将其中的ϖ3 κ 取作为υ κ 予以实施 即υ κ

ϖ3 κ 在其作用下 κ 时刻系统的状态改变为 ξ κ φ ξ κ ϖ3 κ 即为 ζ3 κ κ

时刻再重复上述过程 求出 Π3
Ν κ 相应的最优性能指标记为 ϑ3 κ 并将其中 ϖ3 κ

作为 υ κ 实施

  若在 κ 时刻选取如下控制序列

ΠΝ κ ϖ κ , ϖΝ κ ϖΝ κ ϖ3 κ , ϖ3
Ν κ

在这组控制下的状态轨迹为 ζ κ , ζΝ κ 显然有 ζ κ ζ3 κ , ζΝ κ

ζ3
Ν κ ζΝ κ φ ζΝ κ ϖΝ κ φ 它符合终端约束条件 可

见 ΠΝ κ 是 κ 时刻相应于式优化问题 的一个可行解 记相应的性能指标为 ϑ κ

则与该时刻的最优性能指标相比 应有

ϑ κ ∴ ϑ3 κ

注意到

ϑ κ Ε
Ν

ϕ

Λ ζϕ κ ϖϕ κ Ε
Ν

ϕ

Λ ζ3
ϕ κ ϖ3

ϕ κ

Ε
Ν

ϕ

Λ ζ3
ϕ κ ϖ3

ϕ κ Λ ζ3 κ ϖ3 κ ϑ3 κ Λ ξ κ υ κ

从而可得

ϑ3 κ ϑ3 κ ∴ Λ ξ κ υ κ

注意上式左端对应的是在滚动优化中计算的有限时域最优性能指标 而右端则是实际实施过

程中对应的性能指标项

  当滚动过程实施到第 κ3 步时 将以前各步对应的式 相加 可得

ϑ3 ϑ3 κ3 ∴ Ε
κ
3

ι

Λ ξ κ υ κ

当 式中 κ3 ψ ] 时 由于 ≤ ≤ 策略是一种稳定控制策略≈ 应有
κ
3 ψ ]

ϑ3 κ3 所以有

ϑ3 ∴ Ε
]

κ

Λ ξ κ υ κ

上式右端即为实施滚动控制后对应于最优控制的全局性能指标 所以我们有下面的定理

  定理 1 对于一般形式的非线性离散系统 有终端稳定约束的 ≤ ≤ 控制系统对应于最
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优控制性能指标存在上界 其值为第一步滚动优化的有限时域最优指标

  注 实际控制系统的设计常常不仅要求闭环系统稳定 而且要求闭环系统满足某些性能

指标要求 文献≈ 中针对不确定性线性系统 可以设计所谓保成本控制律 使闭环性能指标 ϑ

[ ξ ×Πξ ξ 为系统初值 Π 为满足一定条件的正定阵 而该式和本文得出的预测控制全局性

能指标的次优性关系相似 从这个角度我们也可以认为 ≤ ≤ 实际上实现了一种状态反馈保

成本控制 即使闭环成本值也就是全局性能指标不超过某个确定的界 并且由下面的推论 可

知 通过选择优化时域长度 我们可以来设定这一成本上界的值

  推论 1 ≤ ≤ 的次优性和优化时域 Ν 的选取有关 Ν 越大 则其次优性越佳

  证明 当优化时域为 Ν 时 求解第一步滚动优化过程 得到最优控制序列为 Π3
Ν ϖ3

, ϖ3
Ν 实施该序列后的系统状态为 ζ3 ζ3 , ζ3

Ν 最优性能指标记为

ϑ3
ΙΝ

  考虑优化时域为Μ Ν 时 记最优性能指标记为ϑ3
ΙΝ 若在 时刻选取Μ步序列

ΠΜ ϖ3 , ϖ3
Ν , 同前所述该序列为可行解 于是有

ϑ3
ΙΝ Ε

Ν

ι

Λ ζι ϖι ∴ ϑ3
ΙΜ Ε

Μ

ι

Λ ζι ϖι

即优化时域越大 第一步有限时域最优性能指标值越小 ≤ ≤ 控制律的次优性越佳

  推论 2 有终端约束的滚动时域控制对于全局优化控制有充分的逼近能力

  证明 记 ϑ Ε
]

κ
Λ ξ κ υ κ 由定理 可知

ϑ3 ∴ ϑ ∴ ϑ3

其中 ϑ3 为全局最优解 当 Ν ψ ] 时 ϑ3 ψ ϑ3 即对于任一 Ε 存在 Ν 3 当 Ν Ν 3 时

有 ϑ3 ϑ3 Ε 由式 有

ϑ ϑ3 [ ϑ3 ϑ3 Ε

即 ϑ 可充分接近 ϑ3 当 Ν ψ ] 时两者性能指标等价

4 线性系统预测控制算法的次优性

将定理 的结果应用于如下离散线性系统

ξ κ Αξ κ Βυ κ   Α Β 可控

有限时域优化性能指标为

ϑ Ε
Ν

ι

ζ× ι Θζ ι ϖ× ι Ρ ϖ ι

  ζ ξ κ

    ζ Ν   

ζ κ Αζ κ Βϖ κ

根据线性系统知识 对于 ξ ξ 有

ϑ3 ξ ξ ×Π ξ

其中 Π 为离散 方程

Πκ Α ×Πκ Α Α ×Πκ Β Β ×Πκ Β Ρ Β ×Πκ Α Θ

ΠΝ ]
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逆向积分的解 在实际求解中 Π Τ ] 无法计算 可令 Π τ Κ τ 进行求解计算 参见文

≈ 另一方面对于最优控制有 ϑ3 ξ ξ ×Πξ 记 ξ ×Πξ + ξ + Π Π 为 方程的代数

解 根据 方程解的单调性质 有

+ ξ + Π + ξ + Π

根据定理 可得

ϑ ξ [ ϑ3 ξ + ξ + Π

综上所述有下面定理成立

定理 2  对于线性离散系统带终端约束的预测控制策略 对应于最优控制的性能指标存

在上界 其值为+ ξ + Π 其中 ξ 为系统状态初值 Π 为离散 方程 的解

  推论 1 针对线性系统设计的有终端约束 ≤ 控制律的全局性能 ϑ 满足如下不等式

+ ξ + Π ∴ ϑ ∴ + ξ + Π

并且该策略相对于最优控制的次优性可用比值 ϑ ϑ3 + ξ + Π + ξ + Π来评价 Π 为式

中令 Πκ Πκ π 的解

  上述结果与 等早在 年利用 方程解的性质推出的结果≈ 是一致的 而

后者的方法只适用于线性系统 因此 本文的结果具有更广的适用性

5 小结

最优控制求得的控制策略是全局最优的 而预测控制是有限时域的滚动优化 其得到的控

制律相对于全局的最优控制是次优的 本文在此意义下针对一般离散非线性系统 给出了有限

时域滚动控制次优性的上界 并得出优化时域和次优性的关系 然后将上述结果应用于线性系

统 得到了评价次优性的量化表达式 线性系统的这一结果与 在 年的结果是一致

的 这些结果对预测控制的理论和实践都具有一定的意义
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