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模式识别的最大熵方法

张九龙 潘 泉 戴冠中
西北工业大学自动控制系 西安 

摘 要 本文提出了模式识别的最大熵方法 其基本思想是求出最大熵概率分布 再求出条件

概率分布 进而作出二值分类 它的特点是能最大限度的利用已有信息作出最合理的推测 和其它

方法相比较 该方法的突出优点是在小样本情况下仍能保持很好的识别率 α
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1 引言

在模式识别问题中 经常需要求解概率分布 即在已知一些样本的情况下 要求出概率分

布 现考虑这样的二值分类问题 设有一对象 它可以分为两类 可以量测到该对象的 ν 个属

性 ξ ξ , ξ ν 要求根据这 ν 个属性将对象进行分类 已有很多方法可以解决这类问题 例

如用前向神经网络及 ° 算法 文≈ 中使用了该方法 根据已知的样本对网络进行训练 然后

用训练好的网络工作 但训练样本需要大量的样本 当样本较少时 如医学上的疾病诊断!复杂

工业过程的故障诊断等 该方法的效果不很理想 另外也可以使用概率神经网络 ° 来解

决该问题 但同样对小样本情况效果不佳 本文中使用熵方法来解决这类模式识别问题 结果

表明熵方法不仅有很高的识别率 而且对小样本情况尤其有效

  熵是源于物理学的基本概念 后来 ≥ 在信息论中引入了信息熵的概念 它在统计

物理中的成功使人们对熵的理论和应用有了广泛和高度的重视 在信息论中 最大熵的含义是

最大的不确定性 它解决的一大类问题是在先验知识不充分的条件下进行决策或推断等 熵方

法在谱估计!图象滤波!图象重建!天文信号处理!专家系统等中都有广泛的应用≈ ∗

2 最大熵模式识别的原理

设 Σ , Ν 为一有限集 π π π , π ν 为该集合上的概率分布 即 发生的

概率 那么有

πϕ  Π ϕ  且Ε
Ν

ϕ

π ϕ

该概率分布的熵为

Η Π Ε
Ν

ϕ

π ϕ π ϕ

设 φ κ , Χ为定义在 Σ 上的函数 那么这些函数的均值为

φθ κ Ε
Ν

ϕ

π ϕφ κ ϕ
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  我们的目的是求出使 φθ κ 取特定值的概率分布 一般 如果 Χ Ν 那么这样的概率分布有

很多 为了从这些分布中选择/ 最合理0的分布 就必须有一个挑选准则 ∞ × 在

年提出了最大熵原理 即从全部相容的分布中挑选出这样的分布 它是在某些约束条件下 通

常为矩约束 使信息熵达到最大值的分布≈ 现在的约束是 φθ κ 取特定值 求使熵最大的概率分

布

  理论上可以证明 当信息熵取极大值时对应的一组概率分布出现的几率占绝对优势 在

≥ 引入熵这个概念时 它的含义是最大的不确定性 它是用来表示一个概率分布的不确

定性的 选择最大熵分布就意味着选择在给定约束下具有最大不确定性的分布 从其含有的不

确定性来看 这种分布是最随机的 是主观成分最少 把不确定性看作最大的分布

  对于上面所说的模式识别问题 以 ξ 或 代表分类结果 设 ξ ξ , ξ ν 的取值都是

有限个数的离散值 则构造如下积空间

Σ ξ ≅ ξ ≅ , ≅ ξ ν

Σ 就是样本空间 利用最大熵原理求出样本空间中每个元素的概率 π ξ ξ , ξ ν 然后再求

出 π ξ , ξ ν π ξ , ξ ν 则模式识别的结果如下

ξ
 π ξ , ξ ν π ξ , ξ ν

 π ξ , ξ ν π ξ , ξ ν

  下面以一个简单的例子来说明该方法

设 ξ Ι ξ Ι 则样本空间如下

Σ ≅

记 π ιϕ π ι ϕ  ι  ϕ

定义如下矩约束函数

φ ξ ξ ξ

φ ξ ξ ξ

φ ξ ξ ξ ξ

它们的均值如下

φθ Ε
ξ

Ε
ξ

π ιϕφ ι ϕ Ε
ξ

Ε
ξ

π ιϕξ

φθ Ε
ξ

Ε
ξ

π ιϕφ ι ϕ Ε
ξ

Ε
ξ

π ιϕξ

φθ Ε
ξ

Ε
ξ

π ιϕφ ι ϕ Ε
ξ

Ε
ξ

π ιϕξ ξ

  假设有Μ 个样本 构成样本集 ξ ξ ξ ξ , ξ Μ ξ Μ 那么利用该样本集就

可以求出 ξ ξ ξ ξ 的均值 即

μ
Μ Ε

Μ

π

ξ π

μ
Μ Ε

Μ

π

ξ π

μ
Μ Ε

Μ

π

ξ πξ π
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这样 三个矩约束条件为

φθ κ μ κ   κ

在加上概率归一化条件 形成四个等式约束 整理为以下形式

π

π

π

π

π

π

μ

μ

μ

这个方程有很多组解 但熵最大的解只有一个 这时的分布就是最大熵分布

3 最大熵分布的解

求解最大熵分布相当与一个约束极值问题 可以用 法解决 定义

Γ πϕ Κκ Ε
Ν

ϕ

π ϕ π ϕ Ε
Χ

κ

Κκ φθ κ μ κ

这样 总共有 Ν Χ 个方程式 分别为

5 Γ
5 πϕ

  ϕ , Ν

即 πϕ Ε
Χ

κ
Κκφ κ ϕ

和 φθ κ μ κ κ , Χ 其中 φ 是概率归一化条件

  求解最大熵分布的另一种方法是使用 定义的分割函数法 ° ∏ 分割

函数也是一系列 乘子的函数 其定义如下≈

Ζ Κ Κ , ΚΧ Ε
Ν

ϕ

¬ Ε
Χ

κ

Κκφ κ ϕ

  记 Θϕ ¬ Ε
Χ

κ
Κκφ κ ϕ 那么 Ζ Κ Κ , ΚΧ Ε

Ν

ϕ
Θϕ

  最大熵概率如下求得

πϕ ¬ Κ Ε
Χ

κ

Κκφ κ ϕ
Θϕ

Ε
Ν

ϕ

Θϕ

其中 Κ Ζ

Κκ 的求法如下

5 Ζ
5 Κκ

μ κ

  针对上面的例子 有

Ζ Κ Κ Κ Ε
ι

Ε
ϕ

¬ ιΚ ϕΚ ιϕΚ

ε Κ ε Κ ε Κ ε Κ Κ Κ ε Κ Κ Κ

  分割函数法的解总满足概率归一化条件 所以该方法中并不需要单独地提出该约束 另外

三个约束对应的 乘子可如下求得
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μ ε Κ ε Κ μ ε Κ ε Κ Κ Κ ε Κ Κ Κ

μ ε Κ μ ε Κ ε Κ Κ Κ μ ε Κ ε Κ Κ Κ

μ ε Κ ε Κ ε Κ μ ε Κ Κ Κ μ ε Κ Κ Κ

定义

ξ ε Κ

ψ ε Κ

ζ ε Κ

则以上约束变为

μ ψ ψ μ ξ ξψζ ξψ ζ

μ ξ μ ψ ξψζ μ ψ ξψ ζ

μ ξ ψ ψ μ ξψζ μ ξψ ζ

求出 ξ ψ ζ 后 就可以利用 式求出最大熵分布

4 算例

4 1 算例 1

  设研究的对象有两个属性 记为 ξ ξ 它们的取值是 ξ Ι ξ Ι 它们可以将

对象分为真假两类 样本空间共有 个元素 其概率分布如表 所示

表 1 概率分布

  在该算例中选取了 个矩约束 分别为

φ ϕ ξ φ ϕ ξ φ ϕ ξ ξ φ ϕ ξ ξ

  针对不同大小的样本集 求出的概率分布如表 所示

表 2 概率分布

  可以发现 对于任意样本数 总有 π π 这是由于所选取的矩约束使得 Θ Θ 而导致

的 这说明针对该样本空间 所选的矩约束是不合适的

4 2 算例 2

  同上 设研究的对象有两个属性 记为 ξ ξ 但它们的取值是 ξ Ι ξ Ι 样

本空间的概率分布同表 并使用同样的矩约束 针对不同大小的样本集 求出的概率分布如

表 所示

  根据最大熵模式识别的原理 由表 可以得出 识别的准确率为 ◊ 而且 识别率不随

样本数的减少而减小

  另外 为了和其它方法进行比较 文≈ 中针对前向网络及 ° 算法进行了减少样本集的

实验 结果表明该方法的识别率随样本集的减小有明显下降
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表 3

  造成上述两种方法差别结果的原因是 ° 网络利用单个样本进行训练 而最大熵方法则

样本整体的一些统计特性 更能反映其整体信息 而利用单个样本训练的 ΒΠ 网络在样本较少

时则很难保证识别的一致性

5 结论

本文讨论了最大熵原理 当要求在先验知识不充分的条件下进行推断或决策时 最大熵方

法可以作出最合理的推测 本文给出了它在模式识别中的应用 尤其 当样本数较少时 该方法

较其它方法更有效
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