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模式识别的最大熵方法
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摘 要}本文提出了模式识别的最大熵方法o其基本思想是求出最大熵概率分布o再求出条件

概率分布o进而作出二值分类q它的特点是能最大限度的利用已有信息作出最合理的推测q和其它

方法相比较o该方法的突出优点是在小样本情况下仍能保持很好的识别率qα
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1 引言

在模式识别问题中o经常需要求解概率分布q即在已知一些样本的情况下o要求出概率分

布q现考虑这样的二值分类问题o设有一对象o它可以分为两类o可以量测到该对象的 ν 个属

性oξ toξ uo, oξ νo要求根据这 ν 个属性将对象进行分类o已有很多方法可以解决这类问题o例

如用前向神经网络及 �° 算法o文≈t 中使用了该方法q根据已知的样本对网络进行训练o然后

用训练好的网络工作o但训练样本需要大量的样本o当样本较少时o如医学上的疾病诊断!复杂

工业过程的故障诊断等o该方法的效果不很理想q另外也可以使用概率神经网络k°��l来解

决该问题o但同样对小样本情况效果不佳q本文中使用熵方法来解决这类模式识别问题o结果

表明熵方法不仅有很高的识别率o而且对小样本情况尤其有效q

  熵是源于物理学的基本概念o后来 ≥«¤±±²± 在信息论中引入了信息熵的概念o它在统计

物理中的成功使人们对熵的理论和应用有了广泛和高度的重视q在信息论中o最大熵的含义是

最大的不确定性o它解决的一大类问题是在先验知识不充分的条件下进行决策或推断等q熵方

法在谱估计!图象滤波!图象重建!天文信号处理!专家系统等中都有广泛的应用≈t∗ u q

2 最大熵模式识别的原理

设 Σ� ¾sotouo, oΝ À为一有限集o¾π soπ toπ uo, oπ νÀ为该集合上的概率分布o即 发生的

概率q那么有}

πϕ � so Π ϕo 且Ε
Ν

ϕ� s

πϕ � t

该概率分布的熵为}

Η kΠl � p Ε
Ν

ϕ� s

π ϕ̄ ±kπϕl ktl

设 φ κo t� touo, oΧ为定义在 Σ 上的函数o那么这些函数的均值为}

φθ κ � Ε
Ν

ϕ� s

πϕφ κkϕl kul
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  我们的目的是求出使 φθ κ 取特定值的概率分布q一般o如果 Χ� Ν o那么这样的概率分布有

很多o为了从这些分布中选择/ 最合理0的分布o就必须有一个挑选准则q∞q× q�¤¼± ¶̈在 t|xz

年提出了最大熵原理o即从全部相容的分布中挑选出这样的分布o它是在某些约束条件下k通

常为矩约束l使信息熵达到最大值的分布≈w q现在的约束是 φθ κ 取特定值o求使熵最大的概率分

布q

  理论上可以证明o当信息熵取极大值时对应的一组概率分布出现的几率占绝对优势q在

≥«¤±±²±引入熵这个概念时o它的含义是最大的不确定性o它是用来表示一个概率分布的不确

定性的o选择最大熵分布就意味着选择在给定约束下具有最大不确定性的分布q从其含有的不

确定性来看o这种分布是最随机的o是主观成分最少o把不确定性看作最大的分布q

  对于上面所说的模式识别问题o以 ξ s� s或 t代表分类结果o设 ξ toξ uo, oξ ν 的取值都是

有限个数的离散值o则构造如下积空间}

Σ � ξ s ≅ ξ t ≅ , ≅ ξ ν

Σ 就是样本空间o利用最大熵原理求出样本空间中每个元素的概率 πkξ soξ to, oξ νlo然后再求

出 πksÞ ξ to, oξ νl� πktÞ ξ to, oξ νlo则模式识别的结果如下}

ξ s �
so πksÞ ξ to, oξ νl � πktÞ ξ to, oξ νl

to πksÞ ξ to, oξ νl � πktÞ ξ to, oξ νl
kvl

  下面以一个简单的例子来说明该方法q

设 ξ sΙ ¾sotÀoξ tΙ ¾sotouÀo则样本空间如下}

Σ � ¾sotÀ ≅ ¾sotouÀ � ¾ksosloksotloksouloktosloktotloktoulÀ

记 π ιϕ� πkιoϕlo ι� sot~ ϕ� sotou

定义如下矩约束函数}

φ tkξ soξ tl � ξ s

φ ukξ soξ tl � ξ t

φ ukξ soξ tl � ξ sξ t

它们的均值如下}

φθ t � Ε
t

ξs� s
Ε

u

ξt� s

π ιϕφ tkιoϕl � Ε
t

ξs� s
Ε

u

ξt� s

π ιϕξ s

φθ u � Ε
t

ξ
s
� s

Ε
u

ξ
t
� s

π ιϕφ ukιoϕl � Ε
t

ξ
s
� s

Ε
u

ξ
t
� s

π ιϕξ t

φθ v � Ε
t

ξs� s
Ε

u

ξt� s

π ιϕφ vkιoϕl � Ε
t

ξs� s
Ε

u

ξt� s

π ιϕξ sξ t

  假设有Μ 个样本o构成样本集¾kξ stoξ ttlokξ suoξ tulo, okξ sΜoξ tΜlÀo那么利用该样本集就

可以求出 ξ toξ soξ toξ
u
t 的均值o即

μ t �
t

Μ Ε
Μ

π� t

ξ sπ

μ u �
t

Μ Ε
Μ

π� t

ξ tπ

μ v �
t

Μ Ε
Μ

π� t

ξ sπξ tπ
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这样o三个矩约束条件为}

φθ κ � μ κo  κ � touov

在加上概率归一化条件o形成四个等式约束o整理为以下形式}

s s s t t t

s t u s t u

s s s s t u

t t t t t t

π ss

π st

π su

π ts

π tt

π tu

�

μ t

μ u

μ v

t

这个方程有很多组解o但熵最大的解只有一个o这时的分布就是最大熵分布q

3 最大熵分布的解

求解最大熵分布相当与一个约束极值问题o可以用�¤ªµ¤±ª̈ 法解决q定义

ΓkπϕoΚκl � p Ε
Ν

ϕ� s

π ϕ̄ ²ªπϕ p Ε
Χ

κ� s

Κκkφθ κ p μ κl kwl

这样o总共有 Ν n Χn u个方程式o分别为}

5 Γ
5 πϕ

� so  ϕ� soto, oΝ kxl

即 ²̄ªπϕn tp Ε
Χ

κ� s
Κκφ κkϕl� s

和 φθ κ� μ κoκ� soto, oΧq其中 φ s 是概率归一化条件q

  求解最大熵分布的另一种方法是使用�¬¥¥¶定义的分割函数法k°¤µ·¬·¬²± ©∏±¦·¬²±lq分割

函数也是一系列�¤ªµ¤±ª̈ 乘子的函数o其定义如下≈v }

ΖkΚtoΚuo, oΚΧl � Ε
Ν

ϕ� s

¬̈³kΕ
Χ

κ� s

Κκφ κkϕll kyl

  记 Θϕ� ¬̈³kp Ε
Χ

κ� s
Κκφ κkϕllo那么 ΖkΚtoΚuo, oΚΧl� Ε

Ν

ϕ� s
Θϕ

  最大熵概率如下求得}

πϕ � ¬̈³kp Κs p Ε
Χ

κ� t

Κκφ κkϕll �
Θϕ

Ε
Ν

ϕ� s

Θϕ

kzl

其中oΚs� ²̄ª Ζ

Κκ 的求法如下}

5 ²̄ªΖ
5 Κκ

n μ κ � s k{l

  针对上面的例子o有

ΖkΚtoΚuoΚvl � Ε
t

ι� s
Ε

u

ϕ� s

¬̈³kp ιΚt p ϕΚu p ιϕΚvl

� t n εp Κ
u n εp uΚ

u n εp Κ
t n εp Κ

t
p Κ

u
p Κ

v n εp Κ
t
p uΚ

u
p uΚ

v

  分割函数法的解总满足概率归一化条件o所以该方法中并不需要单独地提出该约束q另外

三个约束对应的�¤ªµ¤±ª̈ 乘子可如下求得}
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μ tkt n εp Κu n εp uΚul n kμ t p tlkεp Κtεp Κtp Κup Κv n εp Κtp uΚup uΚvl � s

μ ukt n εp Κul n kμ u p tlkεp Κu n εp Κtp Κup Κv n kμ u p ulkεp uΚu n εp Κtp uΚup uΚvl � s

μ vkt n εp Κu n εp uΚu n εp Κtl n kμ v p tlεp Κtp Κup Κv n kμ v p ulεp Κtp uΚup uΚvl � s

定义}

ξ � εp Κ
t

ψ � εp Κ
u

ζ � εp Κ
v

则以上约束变为}

μ tkt n ψ n ψul n kμ t p tlkξ n ξψζl n ξψuζul � s

μ ukt n ξl n kμ u p tlkψ n ξψζl n kμ u p ulkψu n ξψuζul � s

μ vkt n ξ n ψ n ψul n kμ v p tlξψζ n kμ v p ulξψuζu � s

求出 ξoψoζ 后o就可以利用kzl式求出最大熵分布q

4 算例

4q1 算例 1

  设研究的对象有两个属性o记为 ξ toξ uo它们的取值是 ξ tΙ ¾sotÀo ξ uΙ ¾sotÀo它们可以将

对象分为真假两类q样本空间共有 {个元素o其概率分布如表 t所示q

表 1 概率分布

ks s sl ks s tl ks t sl ks t t l kt s sl kt s tl kt t sl kt t tl

sqst squw sqst squw squw sqst squw sqst

  在该算例中选取了 w个矩约束o分别为}

φ tkϕl � ξ t~ φ ukϕl � ξ u~ φ vkϕl � ξ sξ t~ φ wkϕl � ξ sξ u

  针对不同大小的样本集o求出的概率分布如表 u所示q

表 2 概率分布

uss sqtssu squ|vy sqsyvy sqt{yw sqtssu sqssys squvys sqstws

txs sqtsu| squ|y{ sqsyvx sqt{vu sqtsu| sqssws squvzw sqss|v

tss sqtssu squ|vy sqsyvy sqt{yw sqtssu sqssys squvys sqstws

|s sqttzu squ||s sqsyxz sqtyzy sqttzu sqssss squvvv sqssss

  可以发现o对于任意样本数o总有 π s� π wo这是由于所选取的矩约束使得 Θs� Θw 而导致

的q这说明针对该样本空间o所选的矩约束是不合适的q

4q2 算例 2

  同上o设研究的对象有两个属性o记为 ξ toξ uo但它们的取值是 ξ tΙ ¾sotÀoξ uΙ ¾touÀo样

本空间的概率分布同表 to并使用同样的矩约束q针对不同大小的样本集o求出的概率分布如

表 v所示q

  根据最大熵模式识别的原理o由表 v可以得出o识别的准确率为 zx◊ o而且o识别率不随

样本数的减少而减小q

  另外o为了和其它方法进行比较o文≈t 中针对前向网络及 �° 算法进行了减少样本集的

实验o结果表明该方法的识别率随样本集的减小有明显下降q
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表 3

uss sqtyty squtvt sqtsz{ sqtwuu sqszzs sqsw{v sqtxvy sqs|yw

txs sqtztz squs|z sqtttt sqtvxy sqsz|| sqswxw sqtxzv sqs{|w

tss sqtyty squtvt sqtsz{ sqtwuu sqszzs sqsw{v sqtxvy sqs|yw

|s squtvz sqt{{x sqtuws sqts|v sqs|ww sqsvy{ sqtyz| sqsyxw

{s squss{ sqt|zs sqtt|| sqttzy sqs{{z sqsv{x sqtyxz sqszt{

zs squu|s sqtz{v sqtu{x sqtsst sqtss| sqsvwy sqtzsu sqsx{w

ys squtvz sqt{{x sqtuws sqts|v sqs|ww sqsvy{ sqtyz| sqsyxw

xs sqt|vu squsut sqttzv sqtuuz sqs{xv sqsv|w sqtywu sqszx{

ws squws{ sqtzsx sqtvtz sqs|vv sqtsx{ sqsvu| sqtzty sqsxvw

  造成上述两种方法差别结果的原因是o�° 网络利用单个样本进行训练o而最大熵方法则

样本整体的一些统计特性o更能反映其整体信息q而利用单个样本训练的 ΒΠ 网络在样本较少

时则很难保证识别的一致性q

5 结论

本文讨论了最大熵原理o当要求在先验知识不充分的条件下进行推断或决策时o最大熵方

法可以作出最合理的推测q本文给出了它在模式识别中的应用q尤其o当样本数较少时o该方法

较其它方法更有效q
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