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非线性优化方法在脑电逆问题中的应用与比较

邹  凌 朱善安
浙江大学电气工程学院 浙江 杭州  

摘  要 讨论了基于单纯形法 ≥ ¬ !阻尼 小二乘法 方法 !混合遗传算法 等非线性优化

方法的脑电偶极子定位问题 仿真结果表明 这些算法在一定条件下均可使用 比较而言 ≥ ¬! 法有

较快的计算速度 而 耗时较多 另一方面 对迭代初值要求不高 而 ≥ ¬! 则对此有一定的

要求 特别在对多偶极子源求解时 ≥ ¬! 有时因初值选择困难而失效 而 仍然是有效的
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1  引言(Ιντροδυχτιον)

神经科学中普遍研究的一个问题是 ,在给定头

皮表面测量电压的情况下 ,决定大脑电活动的区域 .

这个问题的精确结果对临床诊断和脑功能的研究都

非常有用[ ] .

  然而 ,从给定头皮脑电的分布推算脑电活动的

源(脑电的逆问题 ,反之 ,称为正问题)是一个不适定

问题 .脑电逆问题的不适定性使得解决逆问题(源定

位)成为一个很有挑战性的研究课题 .

  解决脑电的源定位有几种方法 .一个普遍的方

法是源成像方法 ,具体包括基于头皮电位 !边界元 !

有限元等的皮层电位成像方法[ ] ,以及低分辨率层

析方法[ ] .另一种源定位方法不包括模型中源位置

的先验假设 ,把电流偶极子当作源 ,大脑的一个相对

集中小区域的电活动可以被一个等效偶极子源模

拟 ,由这个小区域产生的头皮脑电包含了关于这个

等效偶极子源的位置方向信息 ,这个偶极子 终能

提供它所代表的脑组织的活动信息[ , ] .等效偶极

子源定位方法现在被广泛应用 .

  基于非线性优化理论 ,本文分别利用结合了全

局优化与局域优化特点的混合遗传算法及局域优化

的单纯形法(≥ ¬ 阻尼 小二乘法 )求解

脑电偶极子定位问题 .鉴于单个或两个移动偶极子

定位方法经常使用以下四种方法 :试错法(× 2

2 ! 优化方法 !单纯形法及模拟退火方

法[ , ] ,而遗传算法在脑电偶极子定位中却少见报

道 ,本文将局域优化算法与全局优化的遗传算法结

合而成的混合遗传算法应用在脑电逆问题方面 ,侧

重几种算法之间的比较 ,并尝试用局域优化算法求

解两个偶极子的情况 ,从而进一步确定在不同条件

下选择不同算法的依据 .
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2  脑电正问题模型选择及逆问题表述

( Μοδελ Σελεχτιον οφ ΕΕΓ φορωαρδ προβλεμ

ανδ δεσχριπτιον οφ ινϖερσε προβλεμ )

为解决基于偶极子的脑电源定位问题 ,首先必

须要假设源模型和头模型 .本文源模型选用等效的

单偶极子和双偶极子 ,为减少计算量 ,头模型选用简

化的可以实现线性参数与非线性参数分离的不均匀

同心三层球模型[ ] .

  偶极子定位方法描述了基于等效电流偶极子的

脑电活动 .六个参数 !三个位置坐标 !三个极矩坐标

就完全确定了一个电流偶极子 .等效电流偶极子产

生的电压与观测电压的/ 紧密性0保证了偶极子与实

际脑电活动的/ 等效性0 ./ 紧密性0意味着在所有其

他可能的偶极子中 ,等效偶极子产生的电压与观测

电压之间的均方差 小 .因为真实的电活动源并不

是一个点 ,所以等效偶极子不能完全代表真实的电

流活动源 ,为了说明两者的近似程度 ,引入了一个生

理学意义上的概念 ) ) ) 拟合优度( 2 2

ƒ) ,定义为 :

ΓΟΦ = −
+ Υ − Υ +

+ Υ +
( )

Υ !Υ 分别是测量电压和偶极子产生的电压

值 .因为偶极子是点源 ,所以在讨论基于等效电流偶

极子的脑电活动时必须要检查它的拟合优度 .从经

验我们知道 ,当 ΓΟΦ %时 ,等效单偶极子定位

是合理的 ; ΓΟΦ %时 ,等效双偶极子定位才是

合理的[ ] .

  给定合适的模型之后 ,需要根据有限的测量点

处的电压值重建源 ,逆问题可以归结为估计电流偶

极子的位置参数和极矩参数的 小二乘问题[ ] .

Ε( Λ , Θ) = + ς − Γ( Λ) Θ + Φ ( )

式中 , ς : 测量电压值 , Λ :位置 , Θ :偶极矩 , Γ

( Λ) :增益矩阵 , + # + Φ : ƒ ∏ 范数 .这样逆问

题归结为通过 小化目标函数 Ε 求{ Λ , Θ} .很显然

这是非线性优化问题 ,因此必须采用一些迭代优化

算法来解决 .假定有 Ν个偶极子 !κ个时间点 ,那么

就有 Ν个位置参数 ! ΝΚ个偶极矩参数 ,共有 Ν

(κ )个参数 ,这实际上是一个很困难的优化问

题 .然而 ,由于 ς 是参数 Θ 的线性函数 ,就可以

通过线性参数与非线性参数分离的方法 ,大大地减

少计算的复杂性 .首先 ,假设位置 Λ已知 ,那么使 Ε

( Λ , Θ) 小化的矩阵 Θ为 :

Θ = Γ 3 ς ( )

Γ 3 是 2° 伪逆 , Γ 3 ς2 ΥΤ ,这里 Γ

Υ2 ςΤ 是奇异值分解 , 2 是 2 的逆 .在得到 Λ

以前用这个伪逆代替 Θ ,逆问题的目标函数就变成 :

Ε = + ς − ΓΘ + Φ = + ς − Γ 3 ς + Φ

= +( − ΓΓ 3 ) ς + Φ ( )

可以看出 ,目标函数仅依赖增益矩阵 Γ , Γ 是只有

Ν个非线性位置参数的函数 .这样如果源是两个

偶极子 ,优化的参数就减少为 个 .通过某些非线性

优化方法确定 Λ后 , Θ 中的 Νκ个极矩参数就可

以用式( )求得 .这在计算上是很简单的 ,只需求 Γ

的伪逆即可 .

3  优化方法(Οπτιμιζατιον μετηοδσ)

非线性优化方法包括非线性局域优化方法与非

线性全局优化方法 .常用的非线性局域优化算法大

致可以分为两类 :一类是以牛顿类型为基础的梯度

法 ,如 算法 另一类是直接搜索法 如 ≥ ¬

算法 局域优化方法有一个共性 即都是从解空间的

某一个点出发 沿着使目标函数减小的方向搜寻迭

代 直到找到极小点 所以若目标函数空间结构不复

杂 只有一个 小点或只有少数的极小点 则可以利

用该算法 否则 由于局域优化方法没有逃出局部极

小的机制 可能会经常性地陷入局部极小点 寻找不

到全局 小点 这时就需要使用具有有效逃离局部

极小机制 !可以在有限的可以接受的时间内以较大

概率搜寻到全局 优点的全局优化算法 本文采用

算法 !≥ ¬算法和混合遗传算法来解决偶极

子位置参数的优化问题

  算法  ∏ 2 算法中的迭代公式

为 :

Λκ+ = Λ(κ) − Κκ(ϑ
Τ( Λ(κ)) #

ϑ( Λ(κ))) − ϑΤ( Λ(κ)) ε( Λ(κ)) ( )

其中残差 ε ( Λ(κ) ) ς Γ( Λ(κ) ) Γ 3 ( Λ(κ) )

ς , ϑ( Λ(κ))为 Λ(κ)处残差 ε 关于 Λ的雅可比矩

阵 , Κκ 为正数 , 称为步长因子 , 使一元函数 Ε

( Λ(κ ))取 小 .式( )可化为 :

Λ(κ+ ) = Λ(κ) + ΚκΠκ ( )

其中搜索方向 Πκ 满足方程 :

ϑΤ( Λ(κ)) ϑ( Λ(κ)) Πκ = − ϑΤ( Λ(κ)) ε( Λ(κ)) ( )

当 ϑΤ( Λ(κ)) ϑ( Λ(κ))在迭代过程中出现奇异时 ,无

法直接从方程中得出搜索方向 , 算法解决了此

问题 算法把 ϑΤ( Λ(κ)) ϑ( Λ(κ))对角线上的元素

都加上一个正数 Λ , 则搜索方向 Πκ 的方程变为 :
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(ϑΤ( Λ(κ)) ϑ( Λ(κ)) + ΛΙ) Πκ = − ϑΤ( Λ(κ)) ε( Λ(κ))

( )

注意到 ϑΤ( Λ(κ)) ϑ( Λ(κ))是非负定的 ,故 ϑΤ( Λ(κ))#

ϑ( Λ(κ)) ΛΙ一定是正定的 ,因而从方程中可以解

出搜索方向 Πκ ,这就是 算法 ,也称阻尼 小二

乘法 .它的中心思想是 :如果初始值远离 优点 ,则

选较大的阻尼因子 Λ值 ,按 速下降法迭代到 优

点附近 ,然后减少 Λ值 ,按拟牛顿法寻优 .若初始值

选择接近 优点 , Λ值可以始终很小 .可见 , 算

法结合了 速下降法与高斯 ) 牛顿法的优点 ,是一

种比较理想的优化算法 .

  ≥ ¬算法  所谓单纯形是指 ν 维空间中具

有 ν 个顶点的凸多面体 .这里 ,引入反应平面

∏ 的概念 .通常 ,对于描述 小二乘

问题的函数 ΣΣ = + Φ( ξ) + = Ε
ι

Φι( ξ) ,

如果有 ν 个待优化的参数 ,那么 ΣΣ 就描述了一个

( ν )维平面 ,称之为反应平面( ∏ ) .

如果优化的参数值较差 ,那么平面上对应的点的值

就很高 ,随着参数值的不断优化 ,反应面也朝着 小

值倾斜 .在本文脑电逆问题中 ,如果源采用两个偶极

子( 个位置参数待优化) ,那么式( )就描述了一个

维的平面 .单纯形算法的基本思想是 :给定 ν 维空

间中一个单纯形后 ,求出 ν 个顶点上的函数值 ,

确定出有 大函数值的点(称 高点)和 小函数值

的点(称 低点) ,然后通过反射 !扩展 !压缩等方法

求出一个较好点 ,用它取代 高点 ,构成新的单纯

形 ,或者通过向 低点收缩形成新的单纯形 ,用这样

的方法逼近极小点 .与同样需要雅可比导数余差的

√ 2 ∏ 算法相反 单纯形法只使用引

导搜索方向上每次迭代的余差 由于有较大的初始

移动 单一化算法的好处是参数空间的更广泛的采

样 迅速地获得 小值 然而 单纯形对初始值敏感

且初始值的选择依赖于先验知识和研究者的经验

同 算法一样 ,单纯形法易陷入局部 小 ,为解决

这个问题 ,下面采用混合遗传算法 ,该法将具有全局

寻优能力的遗传算法与具有很高局部搜索效率的局

域算法结合起来 ,从而改善了基本遗传算法的局部

搜索能力 ,提高了优化质量和搜索效率 .

  混合遗传算法  遗传算法是借鉴生物界自然选

择和群体进化机制形成的一种全局寻优算法 .与传

统的优化算法相比 ,遗传算法具有如下优点 : )遗传

算法是对要寻优参数的编码进行操作 ,而不是对参

数本身 . )遗传算法是从群体出发开始的并行操作 ,

而不是从一个点开始 ,因而可以有效地防止搜索过

程收敛于局部 优解 ,有较大可能求得全局 优解 .

)遗传算法的操作均使用随机概率的方式 ,而不是

确定性的规则 . )遗传算法在解空间内采用启发式

搜索 ,其效率优于其他方法 .

  遗传算法中 ,将问题空间中的决策变量通过一

定编码方法表示成遗传空间的一个个体 ,它是一个

基因型串结构数据 ;同时 ,将目标函数值转换成适应

值 ,用来评价个体的优劣 ,并作为遗传操作的依据 .

遗传操作包括三个算子 :选择 !交叉和变异 .选择用

来实施适者生存的原则 ,即把当前群体中的个体按

与适应值成比例的概率复制到新的群体中 ,构成交

配池(当前代与下一代之间的中间群体) .选择算子

的作用效果是提高了群体的平均适应值 .由于选择

算子没有产生新个体 ,所以群体中 好个体的适应

值不会因选择操作而有所改进 .交叉算子可以产生

新个体 ,它首先使交配池中的个体随机配对 ,然后将

两两配对的个体按某种方式相互交换部分基因 .变

异是对个体的某一个或某一些基因值按某一较小概

率进行改变 .从产生新个体的能力方面说 ,交叉算子

是产生新个体的主要方法 ,它决定了遗传算法的全

局搜索能力 .而变异算子只是产生新个体的辅助方

法 ,但也必不可少 ,因为它决定了遗传算法的局部搜

索能力 .交叉和变异相配合 ,共同完成对搜索空间的

全局和局部搜索 .

  遗传算法由于其运算简单和解决问题的有效能

力而被广泛应用到众多领域 .理论上已经证明 ,遗传

算法能从概率的意义上以随机的方式寻找到问题的

优解 .但应用实践表明 ,在遗传算法的应用中也会

出现早熟 !局部寻优能力较差等问题 .并且一般来

说 ,对很多问题而言 ,基本遗传算法的求解效果往往

不是解决这个问题的 有效方法 .

  另一方面 ,梯度法 !单纯形法等一些局域优化算

法具有很强的局部搜索能力 ,在遗传算法的搜索过

程中融合这些优化方法的思想 ,构成一种混合遗传

算法( )是提高遗传算法运

行效率和求解质量的一个有效手段[ ] .

  混合遗传算法的主要特点 : )引入了局部搜索

过程 .基于群体中各个个体所对应的表现型 ,进行局

部搜索 ,从而找出各个个体在目前的环境下所对应

的局部 优解 ,以便达到改善全体总体性能的目的 .

)增加了编码变换操作过程 .对局部搜索过程所得

到的局部 优解 ,通过编码过程将它们变换为新的

个体 ,以便能够以一个性能较优的新群体为基础进
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行下一代的遗传进化操作 .

  本文在对单偶极子定位时 ,将单纯形法与遗传

算法结合起来 ,在对双偶极子定位时 ,将阻尼 小二

乘法与遗传算法结合起来构成混合遗传算法 .

  混合遗传算法的基本步骤如下 :

  ) 在一定的编码方案下 ,随机产生一个初始种

群(设种群规模为 Ν) ;

  ) 用相应的解码方法 ,将编码后的个体转换成

问题空间的决策变量 ,并求得个体的适应值 ;

  ) 按照个体适应值的大小 ,从种群中选出适应

值较大的一些个体构成交配池 ;

  ) 由交叉和变异这两个遗传算子对交配池中

的个体进行操作 ,并形成临时种群( Ν ) ;

  ) 依概率 Π随机独立地从临时种群中选取

[ ( Ν ) 3 Π] 个个体 ,以这些个体为初值 ,用局域

算法寻找极小值点 ,并取代原来的个体 .

  ) 反复执行步骤 ∗ ,直至满足收敛判据为

止 .

  其中 ,坐标位置分量的数据宽度取 若以

脑中心为坐标原点 相当于 到 范围

偶极子的位置参数用一个 位的二进制字符串表

示 称之为染色体 每一位代表 的精度 ,变

异后的染色体与现存的部分染色体结合产生新的子

代 ,去掉与测量数据有较大匹配误差的染色体 .选择

算子采用了 优保存策略和比例选择法相结合的思

路 ,将这两种方法结合的目的是 :在遗传操作中 ,不

仅能不断提高群体的平均适应值 ,而且能保证 优

个体的适应值不减小 .

4  模拟计算结果与讨论(Σιμ υλατιον ρεσυλτσ

ανδ δισχυσσιον)

具体计算时采用头表面 个测量点处的电压

数据 ,分别以单偶极子和双偶极子为模拟脑电的源 .

单偶极子参数为( 1 , , 1 , , , 1 ) .前三

个为位置坐标 ,单位厘米 ;后三个为偶极矩 ,单位纳

安#米 ,以下同 .双偶极子参数为( 1 , 1 , 1 ,

1 , 1 , . ) ;( 1 , 1 , 1 , 1 ,

1 , 1 ) .

  考虑到目标函数空间结构的复杂性 ,为尽可能

保证迭代 终取得目标函数极小值的结果 ,对参数

的初始迭代值按以下方式选择 :在解空间随机产生

一些点 ,分别计算其对应的目标函数值 ,选取其中使

目标函数值 小的几个点作为迭代初值的后选 ,结

果见表 ! .这里定义每个偶极子的定位误差为

δ
#

= (λ
#

ξ − λξ) + (λ
#

ψ − λψ) + (λ
#

ζ − λζ) , λ
#

ξ 为

实际位置 , λξ 为估计值 .应该指出的是 ,本文的目的

是比较当应用于脑电偶极子定位时 ,不同优化算法

的运行性能 ,因此在仿真数据中没有考虑噪声 ,也没

有考虑源数目未知的情况 .

表  单偶极子参数的仿真结果

×  ≥ ∏ ∏ 2

算法 迭代初值 计算结果 ΓΟΦ δ

≥ ¬
. , . , .

. , . , . . % .

. , . , . . % .

≥ ¬
. , . , .

. , . , . . % .

. , . , . . % .

解空间任一随机点 . , . , . . % .

  在以下计算单偶极子源参数时发现 使用 ≥ 2

¬算法 从不同的迭代初值开始搜寻 后得到的

点相当接近 表明 ≥ ¬法的解有相当高的精度

从 ΓΟΦ值也可以看出 采用 ≥ ¬算法 ΓΟΦ

实现了较好定位 但是计算时间要长于

采用 算法 有时 ΓΟΦ远远小于 不能较好

定位 算法虽然也能达到较好定位精度 但计

算时间要明显长于 ≥ ¬! 算法 在 ° 2

∏ 微机上 ! ≥ ¬算法需几秒钟

到几分钟 而 耗时较多 欲达到相应的精度需

几十分钟左右 在对双偶极子源计算时 以上情况更

加突出 对于双偶极子的情况 算法的计算速度

要快于 ≥ ¬算法 定位精度则因迭代初值的不

同而有不同的变化 两者之间无绝对的标准 对于一

个好的算法 鲁棒性和快速性都很重要 应用时应根

据具体的要求而定
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  另外 ≥ ¬算法及 算法对迭代初值有一

定的要求 若不进行筛选而随机选择 则可能无法得

到合理的解 则几乎无此要求 从解空间中随

机产生的点作初始迭代值 均可得到 优点

表 2  双偶极子参数的仿真结果

×  ≥ ∏ ∏ 2

算法 迭代初值 计算结果 ΓΟΦ δ , δ

≥ ¬

≥ ¬

解空间任一随机点

  综上可以得出以下结论 利用优化方法可以求

解脑电逆问题 在理论上 尽管相对全局优化的混合

遗传算法而言 ≥ ¬及 为局域优化方法 但

在实际计算时可根据目标函数值酌情判断所求参数

是否满足全局 小 在对单电流偶极子求解时 ≥ 2

¬算法是合适的选择 速度快 !精度高 而在求解

两个偶极子源时 如果考虑时间代价 则可选 算

法 如果对更多的偶极子源参数求解 则 算法亦

将因迭代初值选择的困难而失效 在不计时间代价

的情况下 混合遗传算法仍然是可选择的方法
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