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一种径向基函数神经网络在线训练算法及其在

非线性控制中的应用
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摘 要}针对现有径向基函数k� �ƒl神经网络训练算法存在的问题o给出了 � �ƒ 神经网络的一种在线训

练算法o对这种在线训练算法所涉及到的各个方面进行了全面的分析q仿真表明所提出的算法是非常有效的o

它克服了以往算法的不足并具有很大的实用性q进一步将 � �ƒ 神经网络用于非线性控制o取得了良好的结

果qα
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1 引言k�±·µ²§∏¦·¬²±l

� �ƒ 神经网络是一种两层局部式网络o与传统

的 �° 神经网络相比具有许多明显的优越性q近些

年o� �ƒ 神经网络得到了非常深入的研究o出现了

许多训练算法≈t∗ w q� �ƒ 神经网络本身的优良性能

与各种有效的训练算法相结合使其在解决各种实际

问题的过程中获得了广泛的应用≈x∗ y q

但是o应该注意到o针对 � �ƒ 神经网络的现有

各种训练算法都是采用所谓的离线方式o即网络的

训练过程在时间上被分成几个独立的阶段q首先要

收集样本o其结束条件是已收集的样本必须含有足

够的对象信息o这与样本数量的增加紧密相关~其次

是采用不同形式的聚类方法从样本中获取建构

� �ƒ 神经网络并对网络最终性能有密切影响的网

络各隐单元/ 中心0~最后是校正网络输出层权值q

离线训练方式存在以下问题}

ktl 如果对象特性是时变的o孤立地收集对象

输入输出数据将无法真正准确地捕捉对象的黑箱信

息~

kul 如果对象特性非时变o但由于某种原因o使

得所收集的样本数据不是最充分的k在神经网络的

应用中o这在某种程度上总是存在的lo这时o如何及

时地发现并弥补�对离线方式o这意味着要重新训练

整个神经网络o显然o这将付出非常高的代价~

总之o� �ƒ 神经网络的离线训练方式无法有效

处理反映对象特性改变的样本数据o正是基于这种

认识o进一步研究 � �ƒ 神经网络的在线训练算法是

有一定现实意义的q必须指出o所谓在线o是一种方

式o而非一定是实时o它是指从样本数据的收集到网

络的建构及网络的的训练是同时进行的o没有时间
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上的孤立q

文≈z 对 � �ƒ 神经网络的在线训练算法做了初

步的研究o其核心内容是提出了一种在线隐单元分

配策略o简述如下}

给定第 ι个样本≈Ξ{ ιoΨ
ϖ

ι o其中 Ξ{ ι 表示 Ν 维输

入矢量oΨϖι 表示 Μ 维输出矢量q如果同时满足如下

条件则分配一个隐单元 ΧΠn t}

� q + Εϖι + � ΕoΕϖι 是网络输出误差矢量o

+ # + 代表某种范数运算k下同loΕ� s 是误差阀

值~

�q °¬±+ Ξ{ ιp Χρ+ � ΓkτloΓkτl� ¾ΑτΓ°¤¬o Γ°¬±À

是距离阀值os� Α� to而 t[ ρ[ ΠoΠ 是当前 � �ƒ

网络的隐单元个数oΧρ 表示第 ρ个隐单元的中心矢

量q

在选取隐单元的基础上o文≈z 还给出了一种基

于梯度下降的训练算法q本文对 � �ƒ 神经网络的在

线训练算法做了更进一步的研究q

2  分组优化策略k� ± ·«̈ ¶·µ¤·̈ª¼ ²©²³·¬2

°¬½¤·¬²± ¬± ªµ²∏³¶l

神经网络的训练在本质上是一个无约束优化的

过程o因此o深入探讨更适合特定神经网络类型o如

� �ƒ 神经网络的优化理论是非常有现实意义的q

设 ψ
δ
ι 为网络的第 ι个输出oψ

δ
ι� Ε

Π

ϕ� t
ω ϕιηϕ~ω ϕι表

示第 ϕ个隐单元到第 ι个输出的连接权值~ηϕ 表示

第 ϕ个隐单元的输出oηϕ� ¬̈³kp
+ Ξ p Χϕ+ u

Ρu
ϕ

lo其

中oΧϕ!Ρϕ 表示第 ϕ个隐单元的中心矢量和宽度o而

+ Ξ p Χϕ+ u� Ε
Ν

κ� t
kξ kιl

κ p χkϕlκ luq选取神经网络训练的

目标函数}

ϑ �
t

u Ε
Μ

ι� t

kψι p ψ
δ
ιl

u �
t

u Ε
Μ

ι� t

≈ψι

p Ε
Π

ϕ� t

ω ϕι ¬̈³kp
+ Ξ p Χϕ+ u

Ρuϕ
l u

  可见oϑ 是关于 Χϕoω ϕιoΡϕ 的非线性函数q在离

线训练算法中o由于在神经网络的训练阶段o所有的

隐单元/ 中心0已经定好o所以待调参数仅为输出层

权值o这就成为一个非常简单的最小二乘问题q但

是o在在线训练方式中o权值与各隐单元/ 中心0都是

变动的需要调整的参数o故这时的 � �ƒ 神经网络的

训练成为一个无约束非线性优化问题q 这里o引入

一种分组优化策略o即在优化的过程中对参数矢量

的不同部分分别进行寻优o整个优化过程交替进行o

直至得到优化解为止q在 � �ƒ 神经网络的训练中o

具体就是将输出层权值作为一组待寻优参数o将已

分配的隐单元的/ 中心0和/ 宽度0作为另一组待寻优

参数q注意o在优化的过程中o对不同的组可以选择

不同的优化算法q

对上面所提到的分组优化有以下定理}

引理 在分组优化的过程中o与每一个分组矢

量对应的目标函数值构成一个单调下降序列o与原

参数矢量对应的目标函数值也构成一个单调下降序

列

定理 1 分组优化可以在同一次对各分组参数

矢量寻优的过程中对每一分组参数矢量取得优化解

定理 2  对无约束优化问题o分组优化取得的

解是原问题优化解的的充要条件o是各分组参数矢

量的解为该分组参数矢量对应仅以该分组矢量为自

变量的优化问题的优化解

以上定理的证明是很直接的o因此o详细证明过

程从略q

3 改进的 � �ƒ 神经网络在线训练算法k�° 2

³µ²√ §̈·µ¤¬±¬±ª ¤̄ª²µ¬·«° ©²µ� �ƒ��l

将分组优化策略引入到 � �ƒ 神经网络的在线

训练方式中o并注意到o网络输出对网络权值是一种

线性关系o而仅对隐单元/ 中心0和/ 宽度0成非线性

关系o这暗示着可以对两部分参数分别采用不同的

优化方法进行处理将更加合适q

基于上面的分析o可以得到改进的 � �ƒ 神经网

络在线训练算法) �2� �≥ 法k梯度下降法n � �≥lq

对网络各隐单元/ 中心0和/ 宽度0采用梯度下降

法进行调整o为此o要给出目标函数 ϑ 对隐单元/ 中

心0矢量的各个分量和/ 宽度0的偏导数}

≠ 对/ 中心0}

5 ϑ
5 χkθlτ

�
t

u

5
5 χkθlτ

Ε
Μ

ι� t

kψι p ψ
δ
ιl

u � p Ε
Μ

ι� t

kψι p

ψ
δ
ιlω τι

5
5 χkθlτ

¬̈³≈p

Ε
Ν

κ� t

kξ kκl p χkκlτ lu

Ρu
τ

 kp ulkξ kθl

p χkθlτ lkp tlÙΡuτ � p
ukξ kθl p χkθlτ lητ

Ρuτ

Ε
Μ

ι� t

kψι p ψ
δ
ιlω τι ktl

  � 对/ 宽度0}

5 ϑ
5 Ρτ

�
t

u

5
5 Ρτ Ε

Μ

ι� t

kψι p ψ
δ
ιl

u � p u Ε
Μ

ι� t

kψι
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p ψ
δ
ιlω τι ¬̈³≈p

+ Ξ p Χτ+ u

Ρuτ
 

+ Ξ p Χτ+ u

Ρv
τ

� p
u+ Ξ p Χτ+ u

Ρv
τ

ητ Ε
Μ

ι� t

kψι p ψ
δ
ιlω τι kul

  由此o令 Σχ
kθl
τ
kκp tl� p

5 ϑ
5 χkθlτ kκp tl

oΣ Ρτkκp tl

� p
5 ϑ

5 Ρτkκp tl
则可以得到对/ 中心0矢量的各个分

量和各个隐单元/ 宽度0的梯度下降调整算法}

χkθlτ kκl � χkθlτ kκ p tl n ΧΣχ
kθl
τ
kκ p tl kvl

Ρτkκl � Ρτkκ p tl n ΧΣ Ρτkκ p tl kwl

  其中oΧ� s是步长o并取为一个比较小的值q

对于网络权值的训练o注意到o网络输出矢量 Ψϖ

� Η ×Ω o与网络权值是一种线性关系o其中 Η �

≈ηtoηuo, oηπ 
× 为隐单元输出矢量k在对权值校正

的过程中可以看作常量loΩ � ≈ω toω uo, oω π 是权

值矢量阵oω ι� ≈ω tιoω uιo, oω πι 
× 是与第 ι个网络

输出相关的权值矢量q由此可以采用成熟而有效的

递推最小二乘法k� �≥l
≈{ o得到 � �ƒ 神经网络权值

校正的 � �≥ 计算公式}

Ω
δ
kκl � Ω

δ
kκ p tl n Κ kκl≈ψkκl

p Η × kκlΩ
δ
kκ p tl  kxl

Κ kκl � Πkκ p tlΗ kκl≈Η × kκlΠkκ

p tlΗ kκl n
t

Λ  p t kyl

Πkκl �
t

Κ≈Ι p Κ kκlΗ × kκl Πkκ p tl kzl

  网络训练的不同阶段oΛoΚ可取不同的值}

训练阶段oΛ� Κ� to即常规的最小二乘法~

应用阶段o若对象无时变o数据可信度无变化o

Λ� toΚα� t~

若对象无时变o数据可信度增高oΛ� toΚ� t~

若对象有时变o取 Λ� tÙΚosq|x[ Κ[ t~

采用最小二乘法有一个初值选取问题o考虑到

本文所讨论的是一种在线训练方式o即网络是一个

逐步建构的过程o从第一个隐单元分配开始o每分配

一个隐单元o就出现一次初值选取问题o因此网络权

值校正的初值选择问题就转化为分配一个隐单元后

的初值选择o可以如下进行}

ω
δ
kΠn tlιksl� ειoει� ψιp ψ

δ
ι 是第 ι个输出的网络

映射误差~

ΠkΠn tlιksl� ΠsΙoΠs 是一个足够大的值oΙ 是单

位阵o维数是新增权值的个数o也即网络输出的维

数q

注}在 � �ƒ 神经网络的训练中之所以可以采用

在线方式o是由于它是一种局部式神经网络o新分配

隐单元代表了一个新模式的出现o且网络规模的扩

大对网络的原有性能影响较小的缘故q而对网络/ 中

心0和/ 宽度0的校正过程实质上是一个调整各/ 中

心0的位置与基函数形状的过程o其中隐含了离线训

练方式中的聚类操作q

4  在线训练算法中相关参数的选取k× «̈

° ·̈«²§ ·² ¦«²²¶̈ ³¤µ¤° ·̈̈µ¶ µ̈ ¤̄·̈§ ·²

·µ¤¬±¬±ª ¤̄ª²µ·«°l

文≈z 虽给出了 � �ƒ 神经网络的在线训练算

法o但却没有给出算法中相关参数o如 ΑoΓ°¤¬oΓ°¬±oΕ

等的选取方法q对于其所给出的仿真实例o采用与其

同样的算法但选取不同的参数进行仿真o最终的训

练结果迥异o甚至失败o这无疑使 � �ƒ 神经网络的

训练结果无法保证o对其应用将产生极大的困难q

这里给出一个参数选取的经验公式q由于同网

络训练一样o参数的选取是以样本的归一化为基础

的o所以先给出样本的归一化算法}

ξ χ� Κ
ξ p ξ °¬±

ξ °¤¬ p ξ °¬±

k{l

  再设样本数据中输入矢量的维数是 Ν o则选取

公式如下}

   ¤qΓ°¤¬� Κ Ν ~ k|l

   ¥qΓ°¬±� Γ°¤¬Ùts~ ktsl

   ¦qΕ由希望达到的训练精度决定~

   §qΑΙ ≈sq|xo tqs q

经过大量的仿真o根据以上原则选取网络训练

参数都取得了满意的结果o这说明所提出的选取方

法是合适的o这使得 � �ƒ 神经网络的在线训练算法

的实际应用具有更大的可操作性q

5 仿真k≥¬° ∏̄¤·¬²±¶l

仿真一}拟合 «̈ µ°¬·̈函数

由于 � �ƒ 神经网络属于静态!前向神经网络类

型q无论将其用于静态系统还是动态系统o都是利用

其函数逼近能力o因此o衡量其性能可以通过其对函

数的逼近能力来考察q

同≈z 一样o选择 «̈ µ°¬·̈函数作为仿真对象q

� µ̈°¬·̈函数形式如下}

ψ � tqt3 kt p ξ n uξ ul ¬̈³kp
t

u
ξ ul

归一化处理中 Κ 取 tso在线训练中各参数按照公式

确定如下}
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Γ°¤¬ � Κ Ν � tsqso Γ°¬± � Γ°¤¬Ùts � tqso

Α� sq||o Α� sqsxo 步长 Χ� sqsxq

  网络训练精度是以均方根误差 � ≥� ∞ 来度量

的o该指标定义如下}

� ≥� ∞ �
t

Ν ΥΜ Ε
ΝΥΜ

ι� t
Ε
Μ

ϕ� t

εuιϕ

�
t

Ν ΥΜ Ε
ΝΥΜ

ι� t
Ε
Μ

ϕ� t

kψιϕ p ψ
δ
ιϕl

u

  同≈z o在≈p wqs wqs 之间产生 {s个随机信号

作为 ξ o进而得到相应的函数值 ψo由此获取神经网

络样本集o其中o取前 ws组数据作为训练样本集o后

ws组数据作为测试样本集q

采用在线训练方式o固定训练次数为 vss次o在

训练的过程中o网络被逐步建构起来o最终的 � �ƒ

神经网络有 w个隐单元q对≈s ts 区间的归一化数

据o最终的 � ≥� ∞ 值是 sqt|tuzuo其 � ≥� ∞2τ曲线

如图 t所示~对未经归一化的训练样本集的 � ≥� ∞

为 sqsvyvsv~对未经归一化的测试样本集的 � ≥� ∞

为 sqsws{usq可见o网络的训练精度和泛化能力都

是非常好的q

图 t � ≥� ∞2训练次数曲线

ƒ¬ªqt � ≥� ∞2·«̈ ·¬° ¶̈²©·µ¤¬±¬±ª

图 u 训练样本集拟合情况

ƒ¬ªqu × «̈ µ̈¶∏̄·²©©¬··¬±ª²± ¶¤° ³̄¨³²¬±·

仿真结论}由前面的 � ≥� ∞2τ曲线可以看出o网

络的训练速度是很快的o在最初的 vs次的时候训练

就已经达到了比较高的精度q对此o传统的 �° 神经

网络是不可能的o较≈z 的结果也有明显的提高o如

更低的 � ≥� ∞ 值和更简单的网络结构q这表明本文

所提出的在线训练算法及参数选取策略是有效的q

仿真二}非线性控制q非线性对象的动态特性由

如下的非线性差分方程表示o

ψkκ n tl �
ψkκlψkκ p tl≈ψkκl n uqs 

t n ψukκl n ψukκ n tl
n υkκl

  这里假设该对象初始处于一个稳态}υkκl� so

ψkκp tl� ψkκl� ψkκn tl� tqsq在该工作点o分别

施加正阶跃信号 υkκl� sqx和负阶跃信号 υkκl�

p sqxo其阶跃响应曲线如图 w所示q

图 v � µ̈°¬·̈拟合曲线

ƒ¬ªqv × «̈ ¦∏µ√¨²©� µ̈°¬·̈ ©∏±¦·¬²±

图 w 非线性对象阶跃响应

ƒ¬ªqw × «̈ ¶·̈³ µ̈¶³²±¶̈ ²©±²± ¬̄± ¤̈µ¶¼¶·̈°

可见o该对象具有严重的非线性动态特性q对这

样一个非线性系统o要想在大的范围内对其实现有

效的控制o一般的控制器是无法实现的q本文采用

� �ƒ 神经网络并使用在线训练方式建立该对象的

逆向模型o进而实现所谓的逆模控制q

该对象的逆模 � �ƒ 神经网络是一个 v 输入ot

输出网络q在前述工作点上o用 υΙ ≈sqx sqx 的随机

信号激励系统o获取其输入!输出数据o进而得到神

经网络训练样本集q这里的训练样本集由 uss组数

据构成q按照阀值参数选取的经验公式o

Γ°¤¬ � tqzvuo Γ°¤¬ � tqzvuo

Α� sq||o Ε� sqsxoΧ� sqsx

uxu 信 息 与 控 制 vs卷 



  采用本文所提出的在线训练方式o经过 wss次

训练o对未经归一化处理的训练样本集的 � ≥� ∞ 是

sq suuss|q k注}训练样本集的均方根值是 sq

wuusyzo两者之比约为 sqsxul

得到该对象的神经网络逆模型后o就可以实施

逆模控制o其中的神经网络作为控制器使用q为考察

其随动性能o该控制系统的设定值取为方波信号o周

期 Τ 取为 us个采样周期q另外o为避免控制作用过

于强烈o设定值经过一低通滤波器后再加入系统o这

里的低通滤波系数取为 sq|q控制结果如图 y所示q

仿真结论}由图可见o控制效果是非常好的o这

从另一方面说明网络的训练算法是有效的o网络训

练的精度也是比较高的q这说明本文所提出的在线

训练算法可以用于非线性控制当中q

必须指出o本文仿真仍采用固定样本数据和循

环训练方法o但其训练方式却是在线的o体现了在线

训练算法的本质o本文所有仿真都可以采用在线收

集数据o在线训练的方式进行q

6 结论k≤²±¦̄∏¶¬²±¶l

本文提出了 一种 � �ƒ 神经网络的在线训练算

法q该算法的提出是基于 � �ƒ 网络特性和一种分组

优化策略q在对原有 � �ƒ 神经网络训练算法进行改

进的同时o对相关阀值参数的选取给出了一个经验

公式o从而使训练结果能够得以保证o也使 � �ƒ 神

经网络的在线训练算法更具操作性o这对其实际应

用是非常重要的q仿真表明o本文所提出的算法是有

效的o并在非线性系统的控制中取得了非常好的结

果q

图 x � �ƒ 神经网络控制器输出

ƒ¬ªqx × «̈ ²∏·³∏·²©� �ƒ�� ¦²±·µ²̄ ¯̈ µ

图 y �� ≤ 控制非线性对象的输出

ƒ¬ªqy × «̈ ²∏·³∏·²©±²± ¬̄± ¥¤¶̈§²±

� �ƒ�� ¦²±·µ²̄ ¯̈ µ
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