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基于 ×≥模型的二型模糊控制器和观测器分析与设计

陈  薇 孙增圻
清华大学智能技术与系统国家重点实验室 北京  

摘  要 主要探讨一种新的系统方法 ) ) ) 二型模糊系统在控制上的应用 文章先介绍了二型模糊集合和

系统的基本概念和基本方法 然后集中推导 ×≥模型下规则的输出形式 推广一型系统的特性 从而获得二型

模糊控制器和观测器的表达式 !稳定性以及其它特性分析方法 并以小车倒立摆仿真验证 最后文章从整体上

分析和比较了传统系统 !一型模糊系统和二型模糊系统的主要特点和不同点
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1  二型模糊系统简介 (Τψπε22 ΦΛΣ οϖερ2
ϖιεω)

传统模糊方法是对精确数值集合中的元素用隶

属度值给予模糊化 这种传统的模糊集合称为一型

模糊系统 2 ∏ 对于一些不确定程

度较高的系统 模糊集合中元素的隶属度值也是模

糊的 这种扩展的一般模糊集合称为二型模糊集合

2 ∏ 二型模糊集合的论述见文献

≈

  基于一型模糊集建立的系统称为一型模糊系统

2 ƒ ≥ 基于二型模糊集的则称为二型模糊

系统 2 ƒ ≥ 二型模糊系统是一个新的系统

工具 年 由南加州大学电子工程系的一个工

作小组提出并成功应用在时变信道均化上 效果显

著 ≈ ∗ 在整个过程中 他们初步提出完整的二型模

糊系统方法 此后国际上有研究机构将这类方法成

功应用于通信 !生物 !金融等领域

  下面先简单介绍二型模糊集合和系统的基本概

念

  定义 :如果 Α
∗
是定义域在 Ξ上的二型模糊集 , ξ

Ι Ξ,有 :

  Λ
Α
∗ (ξ) = φξ (Λ ) /Λ + φξ (Λ ) /Λ + ,

+ φξ (Λμ ) /Λμ  Λι Ι ϑξ Α [ , ]

( )

每个 Α
∗
中的元素的隶属度值本身 Λι Ι ϑξ Α [ , ]也

是一个一型模糊集 .域 ΛΑ
∗ (ξ)中的所有元素称为 Α

∗

上的 ξ的主隶属度值 ( ) ,主隶属

度值的隶属度值 φξ (Λι )称为次隶属度值 (

) .

  二型模糊集合的基本操作是交 !并 !补 ,在 2
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的有关文献 ,应用所谓的 /扩展原则 0 [ ]
,将二型

模糊集合的交 !并 !补定义如下 (设 Α
∗
和 Β

∗
是定义在域

Ξ上的二型模糊集合 ) :

交 : Α
∗

Η χΒ
∗
Ζ ΛΑ∗ Η Β

∗ (ξ) = ΛΑ∗ (ξ) Η ΛΒ∗ (ξ)

= Θυ Θω (φξ (υ)3 γξ (ω)) /(υ3 ω)

( )

并 : Α
∗

Γ χΒ
∗
Ζ ΛΑ∗ Γ Β

∗ (ξ) = ΛΑ∗ (ξ) Γ ΛΒ∗ (ξ)

= Θυ Θω (φξ (υ)3 γξ (ω)) /(υ Δ ω)

( )

补 : Α
∗
−

Ζ Λ
Α
∗
− (ξ) = ? Λ

Α
∗ (ξ) = Θυ φ(ξ)(υ) /( − υ)

( )

其中 Η χ!Γ χ! 分别表示二型模糊集合的交 !并 !补

运算 ,它们的作用对象是二型模糊集合 ,而 Η !Γ 和

? 则是作用在一型模糊集合上的运算 ! 和

(国内也有文献把它们也翻成交 !并 !补 ,但

它们的具体运算已经不同 ) . 3 表示某类计算操作 ,

而 Δ 表示取大运算 .

  在系统模块中使用二型模糊集 ,这个系统就属

于二型模糊系统 .典型的二型模糊系统与一型模糊

系统构造十分相似 ,如图 ,一般也包括输入模糊器

∏ !规则库 ∏ !推理引擎 !

精确器 ∏ 但由于系统操作的对象是二型

模糊集合 所以增加了降型器 2 ∏ .具体

的内容可以参考文献 [ ] ∗ [ ] .图  二型模糊系统框架

ƒ  × 2 ƒ ≥

2  二型模糊控制器分析和设计 (Αναλψσισ

ανδ δεσιγν οφ τψπε22 φυζζψ χοντρολλερ)

对于高不确定性 !高复杂性的控制对象和过程 ,

完整和严格的数学模型很难建立 ,但其中很多可以

由多个简单数学模型拟合 . ×≥模型就是用多个简单

线性模型来拟合复杂非线性系统的模糊模型 . 这里

就用这样的模型来表达多输入输出系统 ,它可以是

多个可分析的简单线性系统 ,通过模糊集合 !模糊逻

辑等模糊系统方法来加以拟合 .和传统 ×≥模糊系统

不同的是 ,这里使用的是二型模糊系统 .

  设第 λ条规则描述的系统为 :

  ƒ ζ (τ) Φ
∗ λ

ζ (τ) Φ
∗ λ , ζπ (τ) Φ

∗ λ
π × ∞

ξ# (τ) Αλξ(τ) Βλυ(τ)

ψ(τ) Χλξ(τ)
( )

其中 λ , , , , Μ, Φ
∗
λ
ϕ(ϕ , , π)是二型模糊集 , ξΙ Ρ

ν 是 ν维的状态向量 , υΙ Ρ
ρ是 ρ维输入向量 , ψΙ Ρ

μ

是 μ 维的输出向量 , ΑλΙ Ρ
ν ≅ ν

, ΒλΙ Ρ
ν ≅ ρ

, ΧλΙ Ρ
μ ≅ ν

, ζ (τ) ∗ ζπ (τ)是系统的 π个可测变量 .规则的前件是一

个二型模糊集合 : Λ
Φ
∗ λ≅ Φ

∗ λ≅ , ≅ Φ
∗ λ
π

(ζ) ,这里 Φ
∗ λ

≅ Φ
∗ λ

≅ , ≅ Φ
∗ λ

π
是个二型模糊笛卡尔积 .如果将 ζ

χ
{ ζ

χ
, , , ζ

χ
π }经模

糊化得到一个二型模糊集量 Ζ
∗ χ
,推理的过程就是输入模糊集和以规则表示的模糊关系进行合成运算 .因此 ,

可以得 :

  Λ
Ζ
∗ χ. Φ

∗ λ≅ Φ
∗ λ≅ , ≅ Φ

∗ λ
π
(ζ) = Γ ζΙ Ζ

∗ χ [ Λ
Ζ
∗ χ(ζ) Η Λ

Φ
∗ λ≅ Φ

∗ λ≅ , ≅ Φ
∗ λ
π
(ζ) ] ( )

如果对 ζ采用单点模糊化方法 ,则上式可以化简为 :

  Λ
Ζ
∗ χ. Φ

∗ λ≅ Φ
∗ λ≅ , ≅ Φ

∗ λ
π
(ζ) = Λ

Φ
∗ λ≅ Φ

∗ λ≅ , ≅ Φ
∗ λ
π

(ζ) = Λ
Φ
∗ λ (ζ ) Η , Η Λ

Φ
∗ λ
π

(ζπ ) = Η π
ι= Λ

Φ
∗ λ
ι

(ζ) ( )

这时输出的模糊关系是个二型模糊集 ,不妨设为 Ω
∗ λ
,则降型可表示为 :
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  Ψ
∗
(Ω

∗
, , , Ω

∗ Μ
) = Θω , ΘωΜ #

Μ

λ= Λ
Ω
∗ λ(ω

λ
) /

Ε
Μ

λ=

ω
λ
ψ
λ

Ε
Μ

λ=

ω
λ

#
Μ

λ= Λλ = Λ 3 Λ 3 , 3 Λ
Μ

   ( )

输出是一个一型模糊集 .然后再按照一般的方法精确化 .将式 ( )的后件代入式 ( )可以得 :

  Ξ
#
∗

(Ω
∗

, , , Ω
∗ Μ

) = Θω , ΘωΜ #
Μ

λ= Λ
Ω
∗ λ(ω

λ
) /

Ε
Μ

λ=

ω
λ
(Αλξ + Βλυ)

Ε
Μ

λ=

ω
λ

( )

  Ψ
∗
(Ω

∗
, , , Ω

∗ Μ
) = Θω , ΘωΜ #

Μ

λ= Λ
Ω
∗ λ(ω

λ
) /

Ε
Μ

λ=

ω
λ
Χλξ

Ε
Μ

λ=

ω
λ

( )

  为了便于实现 ,通常将 ω
λ离散为 Νλ个值 ,则降型输出集合有 Ν = Φ

Μ

λ=

Νλ个元素 ,式 ( )可化为 :

  Ξ
#
∗

(Ω
∗

, , , Ω
∗ Μ

) Ε
Ν

ϕ

ωϕ

Ε
Μ

λ
ωϕλ(Αλξ Βλυ)

(Ε
Μ

λ
ωϕλ , ωϕ #

Μ

λ Λ
Ω
∗ λ(ω

λ
) )    ( )

精确化为 :

    ξ
#

Ε
Ν

ϕ
ωϕ Ε

Μ

λ
ωϕλ(Αλξ Βλυ)

Ε
Ν

ϕ
ωϕΕ

Μ

λ
ωϕλ

Ε
Ν

ϕ
Ε
Μ

λ
ωϕωϕλ(Αλξ Βλυ)

Ε
Ν

ϕ
Ε
Μ

λ
ωϕωϕλ

Ε
ΝΜ

δ
ωδ (Αδ ξ Βδ υ)

Ε
ΝΜ

δ
ωδ

( )

同理可得 : ψ
Ε
ΝΜ

δ
ωδ Χδ ξ

Ε
ΝΜ

δ
ωδ

( )

其中 ωδ ωϕωϕλ且 δ , , , ΝΜ; ϕ , , , Ν; λ , , , Μ; 当 λ (δ, Μ) 时 , Αδ (Βδ , Χδ ) Αλ(Βλ, Χλ) .

  系统的输出形式与一型模糊系统是相似的 ,根据文献 [ ]的证明 ,可知若系统满足可控和可观的条件 ,

则系统满足分离原则 ,即是控制器和观测器分离的设计 .下面给出相应的二型模糊系统的定义和定理 .

  定义 1  如果系数矩阵对 (Αλ, Βλ) , λ , , , Μ,表示的系统是可控的 ,则系统规则库所表示的二型模糊

系统是局部可控的 .

  二型模糊控制器可以表达为规则 λ:

  ƒ ζ (τ) Φ
∗ λ

ζ (τ) Φ
∗ λ , ζπ (τ) Φ

∗ λ
π × ∞ υ(τ) Κλξ(τ) ( )

控制矩阵 Κλ可以由极点配置或最优控制等方法得到 .

  定理 1  如果存在一个正定矩阵 Π 满足 :

  
(Αλ − ΒλΚλ)

×
Π + Π (Αλ − ΒλΚλ) <

   (λ = , , , Μ)
( )

且

 

 (
Αλ − ΒλΚμ + Αμ − Βμ Κλ

)
×
Π

  + Π (
Αλ − ΒλΚμ + Αμ − Βμ Κλ

) <

   (λ < μ [ Μ)

( )

则系统是渐近稳定的 . Π 可以由 (线性矩阵不

等式 )方法求得 .另外 ,此条件是充分条件而非充要

条件 .定理的详述和证明见文献 [ ] .

3  二型模糊观测器分析和设计 (Αναλψσισ

ανδ δεσιγν οφ τψπε22 φυζζψ οβσερϖερ )

在实际应用中 ,不是所有的状态都是完全可测

的 ,所以为了实现控制 ,观测器是必要的 .在二型模

糊系统下设计和实现观测器与一型相似 ,对系统方

程的分析如控制器设计部分 .同样 ,一型模糊系统观

测器定理可适用于二型系统 .

  设二型模糊系统方程描述如式 ( ) ,则 :

  定义 2  如果系数矩阵对 (Αλ, Χλ) , λ , , , Μ,

表示的系统可观 ,则系统规则库表示的二型模糊系

统是局部可观的 .

  二型模糊系统观测器可以表达为规则 λ:
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ƒ ζ (τ) Φ
∗ λ

ζ (τ) Φ
∗ λ , ζπ (τ) Φ

∗
λ
π  × ∞

ξ
#

(τ) = Αλ ξ(τ) + Βλυ(τ) + Γλ[ ψ(τ) − ψ(τ)]

ψ(τ) = Χλ ξ(τ)
( )

观测矩阵 Γλ可以由极点配置等方法得到 .

  定理 2  如果存在一个正定矩阵 Π 满足 :

(Αλ − ΓλΧλ)
×
Π + Π (Αλ − ΓλΧλ) < (λ = , , , Μ)  ( )

且

  (
Αλ ΓλΧμ Αμ Γμ Χλ

)
×
Π Π (

Αλ ΓλΧμ Αμ Γμ Χλ
)   (λ μ [ Μ)  ( )

则系统是渐近稳定的 . Π 可以由 方法求得 .另外此条件是充分条件而非充要条件 .定理的详述和证明见

文献 [ ] .

4  离散条件下的分析与设计 (Αναλψσισανδ δεσιγν φορ δισχρετε2τιμ ε χασε )

离散的 ×≥二型模糊动态系统可以用 ƒ2× ∞ 规则库来表示 ,不妨设存在如下二型模糊系统 ,其第 λ条

规则为 :

ƒ ζ (τ) Φ
∗
λ

ζ (τ) Φ
∗
λ , ζπ (τ) Φ

∗
λ
π  × ∞

ξ(κ + ) = Α
δ
λ ξ(κ) + Β

δ
λ υ(κ)

ψ(κ) = Χ
δ
λ ξ(κ)

λ = , , , , Μ

( )

  按照第 节的计算方法 ,不妨设系统用单点模糊 ,输入向量 ζ
χ经过推理 !降型和精确化 ,系统输出表示

为 :

  ξ(κ + ) =
Ε
Ν

ϕ=

ωϕ Ε
Μ

λ=

ωϕλ(Α
δ
λ ξ(κ) + Β

δ
λ υ(κ) )

Ε
Ν

ϕ=

ωϕ Ε
Μ

λ=

ωϕλ

=
Ε
ΝΜ

δ =

ωδ (Α
δ
δ ξ(κ) + Β

δ
δ υ(κ) )

Ε
ΝΜ

δ =

ωδ

( )

  ψ(κ) =
Ε
ΝΜ

δ =

ωδ Χ
δ
δ ξ(κ)

Ε
ΝΜ

δ =

ωδ

( )

其中 Α
δ

δ (Β
δ

δ , Χ
δ

δ ) = Α
δ

λ (Β
δ

λ , Χ
δ

λ ) ,当 λ = (δ, Μ) + .

  从输出的形式可以看出 ,其与一型系统的输出也是类似的 ,根据文献 [ ]可以将相关定理改写如下 .根

据分离原则 ,我们可将控制器和观测器分开设计 .

  设二型模糊离散系统方程描述如式 ( ) ,则 :

  定义 3  如果系数矩阵对 (Α
δ
λ , Β

δ
λ ) , λ , , , Μ,表达的离散系统是可控的 ,则系统规则库所表示的二型

模糊离散系统是局部可控的 .

  定义 4  如果系数矩阵对 (Α
δ

λ , Χ
δ

λ , ) , λ , . , , Μ,表达的离散系统可观 ,则系统规则库表示的二型模糊

离散系统是局部可观的 .

  根据系统 ( )模糊控制器和模糊观测器的规则库可分别表示如下 :

  控制器规则 λ:

  ƒ ζ (τ) Φ
∗
λ

ζ (τ) Φ
∗
λ , ζπ (τ) Φ

∗
λ
π  × ∞ υ(κ) Κ

δ
λ ξ(κ) ( )

  定理 3  如果存在一个正定矩阵 Π 满足 :

(Α
δ
λ − Β

δ
λ Κλ)

×
Π + Π (Α

δ
λ − Β

δ
λ Κ

δ
λ ) < (λ = , , , Μ) ( )

且

(
Α
δ
λ − Β

δ
λ Κ

δ
μ + Α

δ
μ − Β

δ
μ Κ

δ
λ
)
×
Π + Π (

Α
δ
λ − Β

δ
λ Κ

δ
μ + Α

δ
μ − Β

δ
μ Κ

δ
λ
) < (λ < μ [ Μ) ( )

则系统是渐近稳定的 , Π 可以由 方法求得 .

信  息  与  控  制   卷



  观测器规则 λ:

ƒ ζ (κ) Φ
∗ λ

ζ (τ) Φ
∗ λ , ζπ (τ) Φ

∗ λ
π  × ∞

ξ
#

(κ + ) = Α
δ

λ ξ(κ) + Β
δ

λ υ(κ) + Γ
δ

λ [ ψ(κ) − ψ(κ)]

ψ(κ) = Χ
δ
λ ξ(κ)

( )

  定理 4  如果存在一个正定矩阵 Π 满足 :

(Α
δ
λ − Γ

δ
λ Χ

δ
λ )

×
Π + Π (Α

δ
λ − Γ

δ
λ Χ

δ
λ ) < (λ = , , , Μ)  ( )

且

  (
Α
δ
λ Γ

δ
λ Χ

δ
μ Α

δ
μ Γ

δ
μ Χ

δ
λ
)
×
Π Π (

Α
δ
λ Γ

δ
λ Χ

δ
μ Α

δ
μ Γ

δ
μ Χ

δ
λ
) (λ μ [ Μ)  ( )

则系统是渐近稳定的 . Π 可以由 方法求得 .以

上两个定理都是充分非必要条件 .控制矩阵 Κ
δ
λ和观

测矩阵 Γ
δ
λ (λ , , , Μ)的求法可以参见文 [ ] !

[ ] .

5  仿真结果 (Σιμ υλατιον ρεσυλτ)

本文选用倒立摆小车作为仿真的例子 .小车的

模型由两条规则模糊拟合 ,即分别是 β和 ? β时

系统的线性化系 .系统输入为倒立摆与垂直方向的

初始偏角 ,系统输出是施加在小车上的控制力 ,状态

向量分别是 : [偏角 ,偏角速度 ,位移 ,速度 ] ,位移为

离原位置的偏差 ,所有量都为国际标准单位 .规则的

前件选择区间二型模糊集 ,即模糊集主隶属度值为

次隶属度值恒为 的区间 ,主隶属度函数选用三角

函数 .图 ! 分别是初始偏角为 β! β时仿真结

果 .

图  初始偏角分别为 β 和 β 时实验系统状态变量位移和偏角

ƒ  ⁄ β β

注 图 中横坐标为系统运行时间 纵坐标分别为仿真系统位移 和偏角 .

图  初始偏角分别为 β 和 β 时实验系统输出

ƒ  ∏ ∏ β β

注 图 横坐标为系统运行时间 纵坐标是系统输出 .

6  分析与总结 (Αναλψσισανδ χονχλυσιον)

复杂和高不确定性系统的处理方式就是将此系

统化简为某些条件下的简单系统 再按照简单系统

的处理方法 逐一处理 模糊在这里的作用相当于一

个平滑的作用 即通过权值调节 用多个简单系统拟

合原系统 而简单系统 特别是线性控制系统的研究
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已经相当成熟 因此利用已经熟悉的理论和方法 并

使用模糊的系统方法 我们可以对更复杂更不确定

的系统进行辨识 !分析和相应的操作控制

  图 是几种系统方法的图示 图 是传统方

法 它要求对对象有严格表述 然后再根据这些确定

知识进行操作 图 是一型模糊系统方法 根据

专家经验或其它方法将系统化简为若干简单系统

一型 ×≥模糊控制系统中 系统多化为若干个线性系

统 然后根据分离原则 为每个线性系统分别设计控

制器和观测器 并可讨论研究此一型模糊控制系统

的特性 虽然从精确化表达式上象线性组合 但权值

的获得由输入动态决定 所以这个系统是动态地由

某些简单系统线性组合的 而不是简单的线性构成

这样的形式更加接近被拟合的系统 以获得较好的

非线性和动态性能 图 是二型 ×≥模糊系统方

法 处理方式与一型相似 主要差别是简单系统拟合

成复合系统的方式 在一型系统中 简单系统复合的

权值直接由输入影响最后输出比重 即规则的前件

传递给后件 二型模糊系统的复合经过两步 首先利

用前件中的主隶属度值组合成所有可能的简单复合

系统集合 再根据其上的次隶属度值得到最后系统

输出 所以二型模糊系统用较少的规则 考虑了较多

的复合系统 从而加强对原系统的非线性和动态性

能的拟合图  传统系统 !一型模糊系统和二型模糊系统

ƒ  × 2 ƒ ≥ 2 ƒ ≥

  本文将二型模糊系统与已经证明和应用的一型

×≥模糊系统的特性联系起来 给出基于 ×≥模型的

二型模糊控制器和观测器的分析设计方法 由于二

型模糊系统方法是比较新的概念 文章主要是将二

型的概念和一型的方法进行延伸 随着对这个系统

方法的深入研究 对二型系统将有更深入的了解 二

型模糊系统将会有更广阔的应用前景
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