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切换系统的稳定性及镇定控制器设计

翟长连 何 苇 吴智铭
上海交通大学自动化系 上海 

摘 要 由稳定子系统构成的切换系统经无限次切换可能产生不稳定 本文利用李亚谱诺夫

函数法 给出了确保由微分方程和差分方程描述的切换系统渐近稳定的充分条件 在此基础上给

出了不受切换条件限制的 但能使切换系统渐近稳定的镇定控制器设计方法 该方法简单且易实

现 并以一个例子作了说明 α
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中图分类号 × °       文献标识码

1 引言

一个切换系统包括 μ μ 个线性自主的子系统 当系统的状态或时间等满足某种条件

时 子系统就发生变化 由一个子系统切换到另一个子系统 它表现为非线性系统或参数时变

系统 这样的系统是存在的 如多控制器切换系统 由于混合动态系统的发展 近年来切换系统

倍受众多学者的关注

  对于切换系统的稳定性及其控制问题 已有诸多学者发表了研究成果 文≈ 研究了如何

使包含两个不稳定的线性定常系统的切换系统稳定 文≈ 引入多个类 ∏ √ 函数方法

分析切换系统的稳定性 文≈ 给出了多个独立子系统不稳定 但切换系统稳定的充分条件 文

≈ 利用 ∏ √ 函数方法 给出使系统稳定的多个控制器切换方法

  由于多个稳定的子系统相互切换可能造成切换系统的不稳定性≈ 本文讨论了由多个稳

定的独立子系统构成的切换系统 给出不管子系统如何切换 切换系统均能保持渐近稳定的充

分条件 并利用此条件给出了使系统渐近稳定的镇定控制器设计方法

2 系统模型及问题

考虑如下的线性自主切换系统

ξα τ Ε
μ

ι

Ξι τ Αι ξ τ

式中 ξ Ι Ρ ν Ξι Ρ ψ ι , μ μ ] Ε
μ

ι
Ξι τ Ξι Σ 表示子系统 Αι 在时间

Σ 是活动的 Π τ
τψ Σ

Ξι τ
τψ Σ

Ξι τ 存在 也就是说 如果 Ξι Σϕ 和 Ξι Σι 那么系统 Αι

活动的 此时系统即为 ξα τ Αιξ τ 时间 Σϕ 称为切换时间

  本文也研究差分表示的切换系统 离散切换系统 即有

ξ κ Ε
μ

ι

Ξι κ Αι ξ κ
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式中符号同前

  下面考虑切换系统在李亚谱诺夫意义下的稳定性

  定义 1 称 ξ ε 是系统 或 的平衡点 如果有Ε
μ

ι
Ξι τ Αι Σ 或Ε

μ

ι
Ξι κ Αι

Σ

  定义 2 对切换系统 或 若任取 Ε τ ∴ 均存在 Δ Ε τ 使得当+ ξ +

Δ Ε τ 时有+ ξ τ ξ τ + Ε Π τ∴ τ 则称切换系统 或 的平衡点是 ξ ε 稳定的

  定义 3 对系统 或 若 其平衡点 ξ ε 是稳定的 存在 Γ τ 使得当+ ξ +

Γ τ 时有
τψ ]

ξ τ ξ τ 则称系统 或 是渐近稳定的

  问题是 当子系统 ξα τ Αιξ τ 或 ξ κ Αιξ κ ι , μ 是渐近稳定的 在什么条件

下 切换系统仍是渐近稳定的

3 稳定性的充分条件

首先看一离散切换系统的例子

例  设离散切换系统为

ξ κ Α ξ κ ξ κ

ξ κ Α ξ κ ξ κ

子系统 ξ κ Αιξ κ ι 都是渐近稳定的 但是切换系统

ξ κ
Α ξ κ   ξ κ ξ κ ξ κ ξ κ

Α ξ κ   ξ κ ξ κ ξ κ ξ κ

图  例 的切换系统状态轨迹

是发散的 相平面图见图 初始值为
× 初始值分别为 × × × 对

于连续时间切换系统的例子可见文≈

  由文≈ 的有关结论 显然有

  定理 1 对于连续切换系统 如果存在

一个具有连续一阶导数的标量函数ς ξ

ς 并且对状态空间 ξ 中的一切非零点

ξ 满足如下条件 ς ξ 为正定 ςα ξ

为负定 当+ ξ τ + ψ ] 时 ς≈ξ τ ψ ]

则称系统 的平衡点是渐近稳定的

  定理 2 对于离散切换系统 如果存在一个标量函数 ς ξ κ ς 并且对状态

空间 ξ 中的一切非零点 ξ κ 满足如下条件

ς ξ κ 为正定 ∃ς ξ κ 为负定 当+ ξ κ + ψ ] 时 ς≈ξ κ ψ ] 则称系统

的平衡点是渐近稳定的

  定理 3  对于上面描述的连续模型 如果存在一个共同的正定矩阵 Π 使得对于所有

的子系统均有 Α ×
ι Π ΠΑι ι , μ 则系统的平衡状态是渐近稳定的

  证明 考虑 ς≈ξ τ ξ × τ Πξ τ
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  显然满足 ς 当 ξ τ Ξ 时 ς≈ξ τ 当+ ξ τ + ψ ] 时 ς≈ξ

τ ψ ]

  又 ςα≈ξ τ ξα×Πξ τ ξ × τ Πξα τ ≈Ε
μ

ι
ΞιΑιξ τ ×Πξ τ ξ × τ Π≈Ε

μ

ι
ΞιΑιξ τ

≈Ε
μ

ι
Ξιξ

× τ Α ×
ι Π ΠΑι ξ τ

由定理的已知条件 即有 ςα≈ξ τ 可见 ς≈ξ τ 是一个李雅普诺夫函数 定理得证

  定理 4  对于离散模型 如果存在一个共同的正定矩阵 Π 对于所有子系统均有

Α ×
ι ΠΑι Π ι , μ 则系统的平衡状态是渐近稳定的

  证明 考虑函数 ς≈ξ κ ξ × κ Πξ κ

  满足 ς  当 ξ κ Ξ 时 ς≈ξ κ  当+ ξ κ + ψ ] 时

    ς≈ξ κ ψ ]

又 ∃ς≈ξ κ ς≈ξ κ ς≈ξ κ ξ × κ Πξ κ ξ × κ Πξ κ

≈Ε
μ

ι

ΞιΑιξ κ ×Π≈Ε
μ

ι

ΞιΑιξ κ ξ × κ Πξ κ ξ × κ ≈Ε
μ

ι

ΞιΑι
×Π Ε

μ

ι

ΞιΑι

Π ξ κ Ε
μ

ι ϕ

ΞιΞϕξ
× κ ΑιΠΑϕ Π ξ κ Ε

μ

ι

Ξι ξ × κ ΑιΠΑϕ Π ξ κ

Ε
μ

ι ϕ

ΞιΞϕξ
× κ Α ×

ι ΠΑϕ Α ×
ϕΠΑι Π ξ κ

由于Ε
μ

ι

Ξι τ Ξι Ρ ψ ι , μ  Π ι ϕ ΞιΞϕ

Ε
μ

ι

Ξι ξ × κ ΑιΠΑι Π ξ κ

  由于 Ξι∴ ι , μ 且Ε
μ

ι
Ξι 又假设 Π 是正定矩阵 根据定理条件 上式小于

零 即有 ∃ς≈ξ κ 所以该系统是渐近稳定的 定理得证

  定理 ! 只是判断稳定性的充分条件 当找不到共同的 Π 满足定理 ! 的条件时 并不

能由此来判定切换系统是否稳定 还有一点值得注意 若每个系统均稳定 即对每个子系统均

能找到正定矩阵 Πι 使 Α ×
ι Πι ΠιΑι 或 Α ×

ι ΠΑι Πι 并不能保证整个系统一定稳定 而必

须找到一个共同的 Π 使得 Α ×
ι Πι ΠΑι 或 Α ×

ι ΠΑι Π ι , μ ΑιΑϕ 才能保证整

个系统的稳定

  由定理 即有

  推论 1  对于上面描述的连续模型 如果切换系统不是渐近稳定的 则一定不存在一

个共同的正定矩阵 Π 使得对于所有的子系统均有 Α ×
ι Π ΠΑι ι , μ

  推论 2  对于离散模型 如果切换系统不是渐近稳定的 则一定不存在一个共同的正

定矩阵 Π 使得对于所有子系统均有 Α ×
ι ΠΑι Π ι , μ

  上述定理给出了判断系统稳定性的充分条件 关键是要找到共同的正定矩阵 Π 下面给出

关于 Π 存在的必要条件≈

  定理 5 对于连续模型 如果 Αι ι , μ 是稳定的且非奇异矩阵 若存在一个共同

的正定矩阵 Π 使得对所有 ι均有 Α ×
ι Π ΠΑι 则对于任意 ι ϕ , μ Αι Αϕ 一定为
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稳定矩阵 即其特征值均在左半平面内

  定理 6 对于离散模型 如果 Αι ι , μ 是稳定且非奇异矩阵 若存在一个共同的

正定矩阵 Π 使得对所有 ι均有 Α ×
ι ΠΑι Π 则对于任意 ι ϕ , μ ΑιΑϕ 一定为稳定

矩阵 即其特征值均在单位圆内

  注 若能找到一个 ΑιΑϕ 离散 或 Αι Αϕ 连续 是不稳定的 则说明一定不存在共同的正

定矩阵 Π

  如对于例 Α Α 的特征值分别为 ? ι ? ι 而 Α Α

特征值为 是不稳定的 故不存在共同的正定矩阵 Π

同样由推论 也可得 因为切换系统是不稳定的

4 控制器设计

设所考虑的切换系统为

ξα τ Ε
μ

ι

Ξι τ ≈Αιξ τ Βιυ τ

或

ξ κ Ε
μ

ι

Ξι κ ≈Αιξ κ Βιυ κ

  为了使切换系统渐近稳定 可通过设计线性状态反馈控制器

υ τ Κ ιξ τ

或 υ κ Κ ιξ κ

来实现

  把 ! 分别代入 ! 得

ξα τ Ε
μ

ι

Ξι τ ≈Αι ΒιΚ ι ξ τ Ε
μ

ι

Ξι τ Αιξ τ

或 ξ κ Ε
μ

ι

Ξι κ ≈Αι ΒιΚ ι ξ κ Ε
μ

ι

Ξι κ Αιξ κ

  事实上 对于 式 若 Α Α , Αμ 此时系统表现为多控制器切换

  由定理 可知 若存在一个共同的正定矩阵 Π 使得

Α ×
ι Π ΠΑι   ι , μ

或 Α ×
ι ΠΑι Π   ι , μ

也即为 Αι ΒιΚ ι
×Π Π Αι ΒιΚ ι   ι , μ

或 Αι ΒιΚ ι
×Π Αι ΒιΚ ι Π   ι , μ

  则系统 渐近稳定 所以可得设计线性状态反馈控制器 的步骤为

  步骤 1 选定一正定矩阵 Π

  步骤 2 利用式 解得 Κ ι ι , μ

  步骤 3 若有必要 重复步骤 !

  这样由此反馈控制器构成的闭环系统 是渐近稳定的切换系统 由于 式是不等式 故

步骤 中所得的 Κ ι 值范围较大 可任意选取 Κ ι 也可根据其它具体限制条件来选取 Κ ι 的

值
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  下面以一个简单的例子来说明以上过程

  例  设连续时间切换系统为 ξα τ Ε
ι

ω ι τ ≈Αιξ τ Βιυ τ 式中

Α Β Α Β

当 υ τ 时 此两独立系统是渐近稳定的 但由文≈ 可知 当状态在相平面第二!四象限时

用 Α 在第一!三象限时用 Α 构成的切换系统是发散的 由推论 可知 不存在一个共同的正

定矩阵Π 对于所有的子系统均有Α ×
ι Π ΠΑι ι 下面构造线性状态反馈控制器

υ τ Κ ιξ τ ι 使切换系统渐近稳定 令 Κ ≈κ  κ Κ ≈κ  κ 由 可得要

求

Αι ΒιΚ ι
×Π Π Αι ΒιΚ ι  ι

若取 Π Ι 把各数据代入 式整理后得

κ κ

κ
和

κ

κ κ

由矩阵负定定义可得

  Κ 需满足 κ  κ κ κ

  Κ 需满足 κ κ κ

则可取 Κ ≈  Κ ≈  此时所得的闭环系统是渐近稳定的 取切换系统

为

ξα τ
≈Α Β Κ ξ τ   ξ τ ξ τ ξ τ ξ τ

≈Α Β Κ ξ τ   ξ τ ξ τ ξ τ ξ τ

初始值为 × 采样周期为 仿真结果见图 ! 从图 可看出闭环系统是渐近稳

定的 图 反映了各子系统随时间的切换情况 线 分别表示子系统 处于活动状态 子

系统 不停地切换

图  例 切换系统的状态轨迹             图  子系统的活动情况

5 小结

由于多个稳定的子系统相互切换可能造成切换系统的不稳定性 本文给出了确保由微分

方程和差分方程描述的切换系统的渐近稳定性的充分条件 并利用此条件给出了使系统渐近

稳定性的镇定控制器设计方法 为稳定的切换系统的设计提供了可行的方法
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