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广义对偶单纯形方法 

陆宗元 

(上海 师范大学 数理信 息学院．上海 200234) 

摘 要 ：在 已经得到的线性规划 问题 的基本解既不是原 始问题的可行 解，也不是 对偶 问 

题的可行解的情形下，介绍求解线性规划问题的广义对偶单纯形法，它是对偶单纯形法的 

推广，用此法迭代一次就可得到一个对偶可行解． 
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0 引 言 

对极小化的标准形式的线性规划问题 ，如果约束等式的系数矩阵中已含有一个单位矩阵，但此 

单位矩阵的基所对应的基本解既不是可行解，也不是对偶可行解，通常的做法是在约束条件中再添 

加一个人工约束条件，得到原始问题的一个扩充问题 ，再对扩充问题迭代一次就可得到它的一个对 

偶可行解，然后再用对偶单纯形方法求解该扩充问题，从而得到原问题的解．对这一类线性规划问 

题 ，当它满足某些条件时，可不必求解扩充问题 ，而直接对原问题迭代一次就可得到一个对偶可行 

解 ，然后再用对偶单纯形方法求得原问题的解． 

本文仅对如下极小化的标准形式的线性规划问题进行论述． 

min 2= C1z1+ C2z2+ ⋯ + Cn 
j．t． 

allz1+ a12z2+ ⋯ + alnz， 一 b1 

a21z1+ azzz2+ ⋯ + a2nz， 一 b2 (1) 

： 

a 1z1+ a 2z2+ ⋯ + a z 一 b 

z，≥ 0( 一 1，2，⋯ ， )． 

定义1 在线性规划的标准形式中 ，如果约束等式左边的系数矩阵中，含有一个单位矩阵(约束 

等式右端的常数项不必全大于等于零)则称此线性规划为典则形式的线性规划． 

定义2 — CBB_。P 一C 称为对应于基 B的变量 z 的检验数．其中P 为变量 z 在约束等式 

中的系数列 向量，C 为 z 在原始问题的 目标 函数 中的系数． 

定义3 对应于基 B所 有变量的检验数 ( 一 1，2，⋯，，z)都小于等于零 ，则此基 B对应 的基本 

解称为正则解 ，此时基 B称为对偶可行基． 
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1 主要结果 

若原始线性规则问题 已化为如下 的典则形式 ，为了简单起见 ，不妨设基变量为 ．27 ( 一 1，2，⋯， 

)，且典则形式中的系数仍用 a 和 b 来表示． 

rain ： C1z1+ C2 2+ ⋯ + Cn 

．271+ a1 +lz 1+ ⋯ + aln．；U，l— bl 

zl+ a2 lz l+ ⋯ + a2nsU 一 b2 (2) 

z1+ a +1z， +1+ ⋯ + amn．77， 一 6 

z，≥ 0( 一 1，2，⋯ ， )． 

定理1 在典则形式的线性规划问题 (2)对应 的单纯形表中，若 ，> 0，某一个 “ ，< 0，则 以任 
一 非基变量z 代替基变量 z ，而其余基变量不变，得到的新基 百不是对偶可行基． 

证明 (1)以 为主元作旋转运算，于是以非基变量 z，代替基变量 z 得到新基 秀， 

p一 (一 )+ p一一 > 0 (·．·app一 1， p— o)’．．．豆不是对偶可行基． 
a f 一 

(2)以 (≠O)为主元作旋转运算 ，于是以非基变量 ．Tg 代替基变量 z 得到新基 百， 

情形 a： 设 九>O( ≠f)． 

若 a <o，类似(1)可证得 >o’．'．豆不是对偶可行基． 

若 >o， 一 (一九)+九>0’．．．百不是对偶可行基． 

情形 b： 设 九<O． 

若 a肚<0， 一 (一九)+ >0 ．豆不是对偶可行基． 

若 >o， 一 (一九)+ 一二 >o ．豆不是对偶可行基． 
“  “ “  

情形 C： 设 九一0． 
’

．’凡>O，B不是对偶可行基 ．以非基变量 z 代替基 变量 z 时 一九，因此得到 的 百也不是 

对偶可行基． 

(3)若 a 一0，此时以非基变量 z 代替基变量 z 得到的 百不是基 ，所以也不是对偶可行基． 

定理2 在典则形式的线性规划 问题 (2)对应的单纯形表 中，若所 有的检验数 ，都 大于等于 

零 ，而某个基变量 z 所在行 中，所有非基变量的系数都大于零．设 mRx {— i ≥0，a >o}一 ， 
m+1≤』≤” “ ， ‘ “础 

则由非基变量 ．78 代替基变量z ，而其余基变量不变，所得的新基 百必为对偶可行基． 

证明 。．‘所有非基变量的检验数 ≥o，系数 apj>o，j=m-4-1， +2，⋯， max { I ≥o， 
，n+1≤』≤， “ 

>o)一 ， 2
- - 2 L

，

~
、  

2
_ _

L ≤嚣九， —m+l’ +2，⋯ ·以 为主元作旋转运算，得到 
一  

ap
_ _2 c一九 十 { ： ． ．’ 二； ‘ )1，⋯， 
．：c ( )+ ： ≤ 0 ≥ 0， > o) 

所 以以 a 为主元作旋转运算，得到的新基 豆对应的基本解 为对偶可行解 ，新基 秀为对偶可 

行基． 

推论1 在典则形式的线性规划问题(2)对应的单纯形表中，如果满足 ： 
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(1)所 有 的检 验 数 都 大于 等 于零 ，而某 个基 变量 ．717一所 在仃 中 ，所 有 非 基 变 量 的 系 效 郡 大 于 

零．设
m  

{ l ≥o， >o}一 · 

(2)若所有的常数项都大于等于零且 = m
≤ ≤

in {
“l

bi [ ≥o}
一  ，则 由非基变量 代替基变量 r - 

而其余基变量不变，得到的新基 秀必为最优基． 

定理3 在典则形式的线性规划问题 (2)对应 的单纯形表 中所有的 ( 一1，2，⋯ )不全小于 

等于零 ，若对所有大于零的非基变量的检验数 ，存在某个 户都有 n >O． 

设 m
⋯
ax { l >o， >o『= ，mi_n { l ≤o， <o『= ，那末a 

小+ 1≤ J≤ p) 以p， 小+ 1≤ J≤ 以 p』’ 岛肚  ’ ’ 

(1)若 ≤ ，则由非基变量 五．(或 )代替基变量 ，其余的基变量不变，得到的新基必 为 

对偶可行基． 

(2)若 > ，则以任一非基变量 代替基变量 ，其余基变量不变，得到的新基 秀不是对 

偶可行基． 

if_明 (1)情形1：以 apt为主元作旋转运算后得到 一 (一 )+ ， 一1，2，⋯ 川． 
pr 

1。作旋转运算后原非基变量的检验数 ，： 

(a)当 >o：’· >o，
a pr
≥ a p； ， ≥ ，··· ≤ o· 

(b)当 ≤。．若 >。，去≥ ，a pt ≥ '．． ，≤。．若 <。， ≥毫≥去 · ，≤o．若“ ， 
一0， 一 ≤ O． 

2。作旋转运算后原基变量的检验数 ： 

一  (一 )+ 一 一
~ 2pr
≤ o，-2j— 一 o，-7．一 1，2，⋯ ，户一 1，户+ 1，⋯ ， ，z． 

． ． 由非基变量 代替基变量 得到的新基 雷是对偶可行基． 

情形2：以 为主元作旋转运算后得到 一 (一九)+ ， 一1，2，⋯ 川． 
pk 

1。作旋转运算后原非基变量的检验数 ： 

(a)当 >。．由 >。，乏≤ ≤去 ≤ 薏 ≤o． 
(6)当 ≤。．若 >。， ≤毫， ≤九 Clpk，．． ≤。．若 <。，去≥ ， ≤ - 一j【)． 

若 np 一0，-2j一 ≤O． 

2。作旋转运算后原基变量的检验数 ： 

一  (一 九)+ 一 一 < o， — 一 o， 一 1，2，⋯ ，户一 1，户+ 1，⋯ ， ． 

． ． 由非基变量 代替基 变量 得到的新基 是对偶可行基． 

(2)若 Xt— ：此时以 apt为主元作旋转运算，‘．‘d <O， > ．．·． 一九一 ，>O． 
a 以 以 

若 一 ：此时以a 为主元作旋转运算，‘·‘a >。，去> ．··· 一 一篆九>。． 
若 xt≠ ，且 ≠ ：如果 a 一0，此时若由非基变量 代替基变量 ，于是在原来的基 B中 

以非基变量 的系数列向量代替变量 的系数列向量得到的 雷不构成基，所以设 “ ≠o，此时以 

为主元作旋转运算后得到新的检验数 ，=，l，一 (-7_一l，2，⋯， )． 
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情形 (1)：凡<O． 

(a) > O，2p= 2p-- 
apt
凡一 一 > O． 

(b)apt< O． 

(i)若去一毫， · 去 ·a pt一 apt．~~o~apt>O，． 一 一a P2,~O． 
(ii)若 > ，‘．‘apk<o ． 一 一a P*2

,> O． 

情形 (2)：凡>O．由题设必有 apt>O． 

(a)若a 
pt

> apr，
。

·

‘ 
一  '．．· 

apt
> a pkap ． 一  一  

a 
> o，(。． < o)． 

r 
apk §t r 

(b)若 < ，。． apr<o'．．． 一 一 凡>o． 

情形(3)：凡一0，以 n 为主元作旋转运算后得到的 一 ( 一1，2，⋯， )． ．‘原来 的 ，( 一1，2， 

⋯ ，n)不全小于等于O．．．． ( 一1，2，⋯，n)也不全小于等于O． 

同时由定理3的证明过程可得到如下推论． 

推论2 在典则形式的线性规划问题(2)对应的单纯形表中，所有的检验数 2j(j=1，2，⋯，，z) 

都小于等于零 ，设 
，，

一

{a pj ln一，<o}一 则由非基变量 代替基变量 ，其余的基变量不变， 
得到的新基 百必为对偶可行基． 

推论3 在典则形式的线性规划问题(2)对应的单纯形表中，若存在某个 P，所有非基变量的 

系数都有 ＆p >o 一 + ， +2，⋯，月)，设 
+

m  

≤

a x

≤ 

一

{a pj]2j~0，＆p >o}一a pr，则由非基变量 十j{ ， 月 I J 
代替基变量 ，其余的基变量不变，得到的新基 百必为对偶可行基． 

推论4 在典则形式的线性规划问题(2)对应的单纯形表中，若存在某个 户，所有非基变量的 

系数都有 >o( 一 +1， +2，⋯，n)，设 
+

m  

≤

ax

，≤ 

一 { a__2L l >o， >o}一 ，且所有的常数 ， 
≥ o( 一1，2，⋯ ， )，而 ra

≤ ≤

in u i

：l >o}一 ，则由非基变量 r代替基变量 一，其余的基变量不 
变 ，得 到 的 新基 雷 必为 最优 基 ． 

2 应用举例 

例l 求解下列线性规划． 

mln z一 一 3x1+ 2x2一 3 
j．t 

1 + 2一 3≥ 4 

2x1+ 3x2+ 3≤ 2O 

3x】+ 2+ 3≤ 28 

≥ 0( 一 1，2，3)． 

解 先将线性规划化为标准形式 

rain z一 一 3x1+ 2x2一 3 
j t 

—  

】一 2+ 3+ 2x4一 一 4 

2x1+ 3x2+ 3+ 5— 2O 

3x1+ 2+ 3+ 6— 28 

≥ 0( 一1，2，⋯ ，6)． 
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(a)由文[s]定理s，。． m
≤内

ax = { <。， <。}一max( }一4． m≤，i≤n。一{ i ≥。， >。} 
minf ，孥l：孥，4< ，．·．由非基变量z 代替基变量z ，即以 一3为主元作旋转运算可得到 
一 个基本可行解． 

(b)再 由本文 的推论3，。．。在表 1的初始单纯形表中 ，z s所在行 的非基变量的系数都大于零 ， 

且 
。{恚I >。， >。}一max{ ，恚}一max{号，÷}一 一 a31，．·．由非基变量z 代替基变量 

z ，即以 一3为主元作旋转运算必可得到一个对偶可行解． 

．

’

．综合(a)(b)，可知以 一3为主元作一次迭代运算必可得到最优解．具体的迭代运算见表1． 

由最后的单纯形表可知最优解为 z 一(28／3，0，o) ．。．。在表1的最后的单纯形表中，非基变量的检 

验数 一0，所以，以 。=4／3为主元再作一次单纯形迭代可得到另一个最优解 一(8，0，4) (迭 

代过程略)．因此该线性规划的最优解为z 一Z(28／3，0，o) +(1一 )(8，0，4) ， C-Eo，1]，最优值 

为 一一28． 

表 1 例1的迭代表 
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A General ized Dual Simpl ex M ethod 
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Abstract：Presents a generalized dual simplex metjhod of directly solving a linear programming problem to which tlle 

basic solution is neither a feasible solution to the primal problem nor a feasible solution to the dual problem． 
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