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关于几乎处处连续的本性函数的可积性问题

戚民驹

(上海电机技术高等专科学校 ,上海 200240)

摘 　要 : 以勒贝格可测函数与几乎处处连续的本性函数几乎处处相等及零集上的积分等于零

为前提 , 按照继承性 ,可求性 , 收敛性原则定义 [ a , b ] 上几乎处处连续的本性函数的积分 ,

引进一致局部可积与无穷断度点上积分一致收敛概念 , 给出函数可积的充要条件.
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在《断度概念与积分》一文中作者证明了 [ a , b ] 上任何一个几乎处处有限的勒贝格可测函数都与

[ a , b ] 上的一个几乎处处连续的本性函数几乎处处相等 ,并将 [ a , b ] 上的勒贝格积分问题简化为几乎

处处连续函数的绝对可积问题 (见文献[1 ]第 6 页) . 我们讨论积分问题时都承认这样一个大前提 :零集

上的积分等于零. 根据这一前提 ,本文将对几乎处处连续的本性函数的可积性问题 ( 非绝对可积 , 且无

穷断度点为无限集)展开讨论.

1 　积分的定义

首先约定 lim
x → x0

f ( x ) 与 lim
x → x

0

f ( x ) 只要有一为 ∞ ,则 f ( x ) 在 x 0的间 断度为 + ∞ ,并记 f ( x ) 在

[ a , b ] 中所有这样的点为 A ∞ = { x | x ∈[ a , b ] , f ( x ) 在 x 处的间断度为 ∞}. 因为 f ( x ) 为几乎处

处连续的本性函数 ,所以 A ∞为勒贝格零集 ,又因为 A ∞闭 ,所以 A ∞为闭零集 ,且 A ∞疏朗 ,但 A ∞未必

是可数集. 另外 ,对于包含 A ∞的任一开集 O ,0 < m ( O) < δ , f ( x ) 在 [ a , b ] O 上必有界. 因为

当 x ∈ [ a , b ] O , f ( x ) 在 x 的间断度必有穷 ,而 [ a , b ] O 是有界闭集 ,若 f ( x ) 在 [ a , b ] O

上无界 ,则有{ x n} < [ a , b ] O , | f ( x n) | > n , n ∈ N , 这样必有 x 3 ∈ [ a , b ] O , f ( x ) 在

x 3 的间断度为 ∞ ,则 x 3 ∈ A ∞ ,导致矛盾.

由于我们讨论的积分比无界广义黎曼积分 (无穷断度点为有限集) 及勒贝格积分 (可简化为几乎处
处连续且绝对可积) 更深入 ,当在某些限制条件下符合上述两种积分条件时自然应将已有结果继承
下来.



(1) 记 A c
∞ = [ a , b ] A ∞ ,则 A c

∞开 (端点考虑相对开区间) . A c
∞ = ∪

∞

n = 1
( an , bn) ,其中 ( an , bn) ,

n = 1 ,2 , ⋯ ,为 A c
∞的构成区间 , f ( x ) 要在 [ a , b ] 上可积自然在各构成区间 ( an , bn) 内可积 ,并且内

闭绝对可积 (因为内闭有界)即对每一 ( an , bn) , n ∈ N , 存在ηn ,η′n > 0 , 使∫
b

n
-η

′
n

a
n

+η
n

| f ( x ) | d x 存

在 ,并且

lim
η

n
,η′

n
→0∫

b
n

-η
′
n

a
n

+η
n

f ( x ) d x =∫
b

n

a
n

f ( x ) d x ,

n ∈ N . 更进一步地对包含 A ∞的任一开集 O , 0 < m ( O) < δ , f ( x ) 在 [ a , b ] O 上绝对可积 ,
(因为勒贝格可测函数 f ( x ) 在 [ a , b ] O 上有界) .

(2) 当 A ∞ < O = ∪
∞

i = 1
(α i ,βi) , 这里 (αi ,βi) i ∈ N , 为开集 O 的构成区间 (注意 O 的构成区间

与 A c
∞的构成区间的区别) . 因为 A ∞为有界闭集 ,所以 O 的构成区间只需有限个区间就可覆盖 A ∞.

A c
∞的构成区间 ( an , bn) , n ∈ N 中 ,不被 O 完全包含也只有有限个 (关于这个问题我们将在后面详细

证明. ) ,选取这有限个不被 O 完全包含的构成区间上的积分 ,作积分和式

∑
j ∫

b
n

j

a
n

j

f ( x ) d x = ∫
∪
j

( a
n

j
, b

n
j
)

f ( x ) d x ,

因为只有有限项并由 (1)保证该积分和式有意义. 取单调开集族{ O n} , O = O1 = ⋯ O n = O n + 1 =
⋯ = A ∞ ,先选不被 O1完全包含的有限个构成区间 , 再选不被 O2完全包含的有限个构成区间排在其

后 (选过的不再重复选取) , ,依次类推. 设 0 < m ( O n) < δn ,令 lim
n → ∞

δn = 0 , A c
∞中不被 O n完全包含

的构成区间将随之增加直至 A c
∞的所有构成区间 ,积分和式则变为无限项相加. 若 f ( x ) 要在 [ a , b ] 上

可积 ,则按上述方法得到的积分和式自然可以求和 ,将其记作

∫
∪
∞

n = 1
( a

n
, b

n
)

f ( x ) d x = ∑
∞

n = 1∫
b

n

a
n

f ( x ) d x .

(3) f ( x ) 要在 [ a , b ] 可积 ,由 (2)得到的和式还应满足更一般的收敛条件 :对任意ε > 0 , 存在δ

> 0 , 对任何开集 O = A ∞ , O = ∪
∞

i = 1
(αi ,βi) ,对于含 A ∞点的区间 (αi ,βi) 任取两点 x i , x′i ,αi ≤ x i

≤ x′i ≤βi , i ∈ N ( 当αi = x i , 且βi = x′i表示 ( x i , x′i) = (αi ,βi) ;当αi < x i < x′i < βi ,表示 (

x i , x′i) < (αi ,βi) ;当 x i = x′i ,则 ( x i , x′i) = < . ) ,对一切含于 ∪
∞

i = 1
( x i , x′i) 内的 A c

∞ = ∪
∞

n = 1
( an , bn)

的构成区间的部分或全部得到的积分和式

∫
∪
∞

i = 1
( x

i
, x′

i
)

f ( x ) d x = ∫
A ∞∩ [ ∪

∞

i = 1
( x

i
, x′

i
) ]

f ( x ) d x + ∑
∞

n = 1
[ ∫

( a
n

, b
n
) ∩ [ ∪

∞

i = 1
( x

i
, x′

i
) ]

f ( x ) d x ]

= ∑
∞

n = 1
[ ∫

( a
n

, b
n
) ∩ [ ∪

∞

i = 1
( x

i
, x′

i
) ]

f ( x ) d x ] ,

不管 O = A ∞为何开集 ,不管在含 A ∞点的区间内 x i , x′i怎样选取 ,只要

m ( O) = ∑
∞

i = 1
m [ (αi ,βi) ] < δ ,总有 | ∫

∪
∞

i = 1
( x

i
, x′

i
)

f ( x ) d x | < ε.

　　说明 　(2)与 (3)中的开集 O 只需有限个构成区间 O k = ∪
k

j = 1
(αi

j
,βi

j
) 就能包含 A ∞ ,因为 A ∞为有界

闭集 ,由 (1)保证 f ( x ) 在 O - O k上绝对可积 ,因此 ( x i , x′i) 只需有限个. A c
∞也可能只有有限个构成

区间 ,但为了叙述方便仍写成可数个. 被积表达式中统一用 d x 表示 ,以后无特殊情况不再说明.
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首先来证明对任何包含 A ∞的开集 O ,不被 O 完全包含的 A c
∞的构成区间 ( an , bn) , n ∈ N ,只有

有限个. 分两步证明.

1.因为当 A ∞ < O = ∪
∞

i = 1
(αi ,βi) , A ∞为有界闭集 , 所以只要 O 的有限个构成区间 , 不妨设 O k

= ∪
k

i = 1
(αi ,βi) = A ∞. 记 A i

∞ = A ∞ ∩ (αi ,βi) ,可证 A i
∞是闭集 , i = 1 , ⋯ , k . 为叙述方便 ,不妨设

各区间从左至右排列. 由于 (αi - 1 ,βi - 1) ∩[αi ,βi ] = < ,2 ≤ i ≤ k , [αi ,βi ] ∩ (αi + 1 ,βi + 1) = < ,
1 ≤ i ≤ k - 1 , 而 A ∞ ∩ [αi ,βi ] (闭) i = 1 , ⋯ , k ,但[ {α i} ∪{βi} ] ∩ A ∞ = < (因为{αi} ,{βi

} i = 1 , ⋯ , k 为覆盖 A ∞的有限个构成区间的端点) ,所以 A ∞ ∩ (αi ,βi) = A ∞ ∩[αi ,βi ] = A i
∞(闭)

i = 1 , ⋯ , k . 　　2. A i
∞ < (αi ,βi) i = 1 , 2 , ⋯ , k . 记 A i

∞中最小点为 : y i ,最大点为 : y′i ( i = 1 ,

2 , ⋯ , k ) ,记τ = min
1 ≤ i ≤ k

{ | αi - y i | , | βi - y′i | } ,显然τ > 0 (因为 (αi ,βi) 开 , A i
∞闭) . 当 | bn - an

| < τ/ 2 ,那么 ( an , bn) < O k , 但 | bn - an | ≥τ/ 2 只有有限个. 因为 O k取定后 ,τ > 0 为定值 ,而

m ( [ a , b ]) = b - a . 事实上 , (α1 ,β1) 中 A 1
∞的最小点 :或者 y1 = a (这时 a ∈ A ∞) , 或者为[ a , bn′

)的右端点 (这时 [ a , bn′)为 A c
∞最左边的构成区间 ,这里没写 bn′ = b1是因为并不知道可数个构成区

间从何开始为第一个. ) ,而 A 1
∞的最大点 y′1与 A 2

∞的最小点 y2是 A c
∞的一构成区间 (不被 Ok包含) 的

两个端点 ,依次类推 , ⋯ , (αk ,βk) 中最大点 y′k :或者 y′k = b ( 这时 b ∈ A ∞) ,或者为 ( an′, b ]的左

端点 , 这时 ( an′, b ]为 A c
∞最右边的构成区间. [证毕 ]

接下来证明 ,单调开集 族{ O n} , O1 = ⋯ O n = O n + 1 = ⋯ = A ∞ ,当δ无限趋于零时 , A c
∞中不

被 O 完全包含的构成区间将随之增加直至 A c
∞的所有构成区间. 任取一点 x 0 ∈ [ a , b ] ,但 x 0 | A ∞ ,

对任何 x ∈ A ∞ , 设 x 与 x 0的距离全体为 D , D = { d ( x , x 0) | x ∈ A ∞} A ∞非空 ( 因为我们讨论
的函数 A ∞ ≠ < ) ,下方有界 ( d ( x , x 0) ≥0) ,必有下确界 : d 3 ≥0. 但 d 3 = 0 ,则 x 0 ∈ A ∞(因为 A ∞

是有界闭集) ,与 x 0 | A ∞矛盾 ,所以 d 3 > 0. 又由 lim
n →∞

m ( O n) = 0 ,所以当 n 充分大以后 ,有 m ( O n) <

d 3 / 3 ,这时 x 0所在的构成区间 ( a 3
i , b 3

i ) 必不被 O n完全包含. 又因为任何 ( ai , bi) ∈ A c
∞都有这样的

x 0 ,所以 ,任何 ( ai , bi) 当 n 充分大以后 ,一定不被 O n完全包含. □

定义 1 　设 f ( x ) 为 [ a , b ]上几乎处处连续的本性函数 , 且 f ( x ) 满足前面三个条件则称 f ( x )

在 [ a , b ] 上可积 ,并且积分值

∫
b

a
f ( x ) d x = ∫

∪
∞

n = 1
( a

n
, b

n
)

f ( x ) d x = ∑
∞

n = 1∫
b

n

a
n

f ( x ) d x .

2 　积分的性质

利用积分定义很容易得到下列常用性质.

性质 1 　∫
b

a
kf ( x) d x = k∫

b

a
f ( x ) d x .

性质 2 　∫
b

a
[ f ( x ) + g ( x) ]d x =∫

b

a
f ( x ) d x +∫

b

a
g ( x) d x .

性质 3 　设 a < c < b ,则∫
b

a
f ( x ) d x =∫

c

a
f ( x ) d x +∫

b

c
f ( x ) d x .

在讨论下面的积分重要性质时先介绍局部可积 ,一致局部可积和在 A ∞上积分一致收敛等概念.
定义 2 　 f ( x ) 为 [ a , b ] 上几乎处处连续的本性函数 , x 0 ∈ A ∞, 若存在η > 0 ,使 f ( x ) 在 ( x 0 -

η, x 0 + η ) 上可积 , 则称 f ( x ) 在 x 0及其近旁局部可积 ;若存在公共的η > 0 ,对任何 x 0 ∈ A ∞ , 使
f ( x ) 在 ( x 0 - η , x 0 +η) 上可积 ,则称 f ( x ) 在 A ∞及其近旁一致局部可积 ;类似地 ,若存在公共的η

> 0 ,对任何 an (或 bn) , an (或 bn)为 A c
∞构成区间的左 (或右)端点 ,使 f ( x ) 在 ( an - η , an + η ) (或

( bn - η , bn + η ) )上可积 ,则称 f ( x ) 在{ an} (或{ bn})及其近旁一致局部可积.

定义 3 　存在公共的η > 0 ,对任何 x 0 ∈ A ∞ , lim
η →0∫

x
0

+η

x
0

f ( x ) d x = 0 与 lim
η →0∫

x
0

x
0

- η
f ( x ) d x = 0 , 则
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称 f ( x ) 在 A ∞上积分一致收敛 ;类似地 ,在 A c
∞的各构成区间 ( an , bn) 的端点 ,若存在公共的η > 0 ,

lim
η →0∫

a
n

+η

a
n

f ( x ) d x = 0 与 lim
η →0∫

b
n

b
n

- η
f ( x ) d x = 0 , 则称 f ( x ) 在{ an}上积分一致右收敛与 f ( x ) 在{ bn

}上积分一致左收敛.

注　 lim
η →0∫

x
0

+η

x
0

f ( x ) d x = 0 与 lim
η →0∫

x
0

x
0

- η
f ( x ) d x = 0 ,既表示 f ( x ) 在 ( x 0 - η , x 0 +η) 上可积 ,

又表示积分在 x 0处收敛. 所以 , f ( x ) 在 A ∞上积分一致收敛 ,必有 f ( x ) 在 A ∞及其近旁一致局部可积.

现在我们讨论可积函数的一些重要性质.

定理 1 　设 f ( x ) 为 [ a , b ] 上几乎处处连续的本性函数 ,若 f ( x ) 满足前面的 3 个条件 , 则

(1) ∑
∞

n = 1
| ∫

b
n

a
n

f ( x ) d x | < + ∞ ;

(2)存在公共的η > 0 ,对任何 x 0 ∈ A ∞ , lim
η →0∫

x0 +η

x
0

f ( x ) d x = 0 与 lim
η →0∫

x0

x
0

- η
f ( x ) d x = 0 ;

特别 , 在 A c
∞的各构成区间 ( an , bn) 的端点 , lim

η →0∫
a

n
+η

a
n

f ( x ) d x = 0 与 lim
η →0∫

b
n

b
n

- η
f ( x ) d x = 0 , 对 n

∈ N 一致成立.

证明　①首先按照条件 (2)的方法可得到一积分和式 , 这时 A c
∞的构成区间的顺序已确定. 再取定

满足条件 (3)的一个开集 O ,对 O 中包含 A ∞点的有限个构成区间 (αi
j
,βi

j
) , j = 1 ,2 , ⋯ , k ,取 x i

j
=

y j ( A j
∞中的 最小点) , x′i

j
= y′j ( A j

∞中的最大点) , j = 1 ,2 , ⋯ , k ,而 O O k的其余区间 ,由条件

(3)取 x i = x′i , 则 | ∫
∪
∞

i = 1
( x

i
, x′

i
)

f ( x ) d x | < ε. 记 A c
∞( + ) 为 A c

∞的构成区间中∫
b

n

a
n

f ( x ) d x ≥0 的区间

( A c
∞( + ) 按前面 A c

∞的构成区间的顺序选取区间列的子列) . 取 A c
∞( + ) 中的前 h 项构成区间的内闭

区间作并集 ∪
h

j = 1
[ an

j
+ξj , bn

j
- ξj ] (闭) ,令 O h = O ∪

h

j = 1
[ an

j
+ξj , bn

j
- ξj ] (开) ,且由条件 (3) ,落入

O h内的 A c
∞的各构成区间的部分或全部得到的积分 ,不管在 O h中含 A ∞点的区间 (α′i ,β′i ) 内的 z i ,

z′i怎样选 ( O h其余区间取 z i = z′i) ,由于 m ( O h) < m ( O) < δ ,总有 | ∫
∪
∞

i = 1
( z

i
, z′

i
)

f ( x ) d x | < ε. 特别

对 O h中包含 A ∞的有限个构成区间 (α′i ,β′i) i = 1 , 2 , ⋯ , k′,取 z i = y i , z′i = y′i , y i , y′i分别为 A ∞

∩ (α′i ,β′i) = A ∞ ∩[α′i ,β′i ]的最小、大值 , i = 1 , 2 , ⋯ , k′. 比较 ∪
∞

i = 1
( z i , z′i) 与 ∪

∞

i = 1
( x i , x′i) 的

取法 ,不难发现 ∪
∞

i = 1
( x i , x′i) ∪

∞

i = 1
( z i , z′i) 等于 A c

∞( + ) 的前 h 个构成区间中被 O 完全包含的那部分

构成区间与 A ∞的子集的并集 , m ( A ∞) = 0 ,而零集上的积分为零. 所以

| ∫
∪
∞

i = 1
( x

i
, x′

i
) - ∪

∞

i = 1
( z

i
, z′

i
)

f ( x ) d x | = | ∫
∪
∞

i = 1
( x

i
, x′

i
)

f ( x ) d x ∫
∪
∞

i = 1
( z

i
, z′

i
)

f ( x ) d x |

≤ | ∫
∪
∞

i = 1
( x

i
, x′

i
)

f ( x ) d x | +| ∫
∪
∞

i = 1
( z

i
, z′

i
)

f ( x ) d x | < 2ε .

令 A c
∞( + ) 的前 h 个构成区 间的个数 h → ∞ , 由于 O = O h

1
= ⋯ = Oh

n
= ⋯ = A ∞ , 记 A c

∞

( + ) 中被 O 完全包含的构成区间全体为 : E = { ( an , bn) | ( an , bn ) ∈ A c
∞( + ) ,且 ( an , bn ) <

O } ,在 E 上的积分

| ∫
E

f ( x ) d x | = | ∑
( a

n
, b

n
) ∈ E ∫( a

n
, b

n
)

f ( x ) d x | = ∑
( a

n
, b

n
) ∈ E

| ∫
b

n

a
n

f ( x ) d x | ≤2ε .
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但 A c
∞( + ) 中不被 O (已取定) 完全包含的区间只有有限个 ,所以

| ∫
A

c
∞

( + )

f ( x ) d x | = ∑
( a

n
, b

n
) ∈ A

c
∞

( + )

| ∫
b

n

a
n

f ( x ) d x |

有界. 同理 ,记 A c
∞( - ) 为 A c

∞的构成区间中∫
b

n

a
n

f ( x ) d x < 0 的所有构成区间 ,则

∑
( a

n
, b

n
) ∈ A

c
∞

( - )

| ∫
b

n

a
n

f ( x ) d x |

有界. 所以 ,

∑
( a

n
, b

n
) ∈ A

c
∞

| ∫
b

n

a
n

f ( x ) d x | = ∑
( a

n
, b

n
) ∈ A

c
∞

( + )

| ∫
b

n

a
n

f ( x ) d x | + ∑
( a

n
, b

n
) ∈ A

c
∞

( - )

| ∫
b

n

a
n

f ( x ) d x |

有界 ,故 (1)成立.

②由于 A ∞为有界闭集 ,对满足条件 (3)的开集 O ,只需 O 的有限个构成区间 (α i
j
,βi

j
) , j = 1 , 2 ,

, k ,就可覆盖 A ∞ , 记 A j
∞ , j = 1 , 2 , ⋯, k ,中的最小、最大值分别为 y j , y′j , j = 1 , 2 , ⋯ , k , 令τ

= min
1 ≤ j ≤ k

{ | αi
j

- y j | , | βi
j

- y′j | } ,取η = τ及η′= τ即可. 因为对每一 x 0 ∈ A ∞ , 其必落入某

一 (αi
0

,β i
0
) , 相应地分别取 x i

0
= x 0 , x′i

0
= x 0 + η (或 x i

0
= x 0 - η′, x′i

0
= x 0) ,其余区间取 x i

= x′i , 这时 ,对一切 x 0 ∈ A ∞ ,都有 | ∫
x

0
+η

x
0

f ( x ) d x | < ε (或 | ∫
x

0

x
0

-η
f ( x ) d x | < ε) . □

显然存在η > 0 ,对一切 x 0 ∈ A ∞ , lim
η →0∫

x0 +η

x0

f ( x ) d x = 0 与 lim
η →0∫

x0

x0 - η
f ( x ) d x = 0 都成立 ,必有

f ( x ) 在 A c
∞的各构成区间 ( an , bn) 的端点 , 使 lim

η →0∫
a

n
+η

a
n

f ( x ) d x = 0 与 lim
η →0∫

b
n

b
n

- η
f ( x ) d x = 0 , n ∈

N , 一致成立. 但反过来未必成立. 若后者再加上条件 : ∑
∞

n = 1
| ∫

b
n

a
n

f ( x ) d x | < + ∞ ,便有下面的定理 2.

定理 2 　设 f ( x ) 为 [ a , b ] 上几乎处处连续的本性函数 ,若 f ( x ) 满足 : ∑
∞

n = 1

| ∫
b

n

a
n

f ( x ) d x | < + ∞

,且在 A c
∞的各构成区间 ( an , bn) 的端点 ,有 lim

η
→0∫

a
n

+ η

a
n

f ( x ) d x = 0 与 lim
η →0∫

b
n

b
n

- η
f ( x ) d x = 0 ,n ∈ N ,

一致成立 ,则必存在公共的η > 0 ,对 一切 x 0 ∈ A ∞都有 lim
η →0∫

x0 +η

x0

f ( x ) d x = 0 与 lim
η →0∫

x0

x0 - η
f ( x ) d x

= 0 .

证明　由 ∑
∞

n = 1
| ∫

b
n

a
n

f ( x ) d x | 在 [ a , b ] 上收敛 ,对任意ε/ 4 > 0 , 存在 N > 0 , 当 n > N ,有

∑
∞

n = N + 1
| ∫

b
n

a
n

f ( x ) d x | < ε/ 4 ,

记 ∑
∞

n = N + 1
m [ ( an , bn) ] = δ1 ;再由存在公共的η > 0 , 对 A c

∞的各构成区 间 ( an , bn) ,有

lim
η→0∫

a
n

+η

a
n

f ( x ) d x = 0

与

lim
η →0∫

b
n

b
n

- η
f ( x ) d x = 0 ,

n ∈ N ,一致成立. 对上述ε/ 4 > 0 ,存在公共的η > 0 ,对一切 ( an , an +η) 及 ( bn - η , bn) ,n ∈ N

,有
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| ∫
a

n
+ η

a
n

f ( x ) d x | < ε/ 4 ,

| ∫
b

n

b
n

- η
f ( x ) d x | < ε/ 4 ,

记δ2 = η/ 3 ;再记前 N 个构成区间中最短长度的一半为δ3 . 令δ = min {δ1 ,δ2 ,δ3} ,当 x 0为 A ∞的聚

点 , f ( x ) 在 ( x 0 - δ , x 0 +δ) 可积 ,因为在此邻域内必有 A c
∞的构成区间 ( an , bn) ,无论左侧和右侧都

有 x 0 ∈ ( an , an + η ) , x 0 ∈ ( bn′- η , bn′) ,而 f ( x ) 在 ( an , an + η ) 与 ( bn′- η , bn′) 局部可积 ,

得 f ( x ) 在 ( x 0 - δ , x 0 + δ ) 可积. 当 x 0 < x 1 < x 2 < x 0 + δ , 有

∫
x2

x
1

f ( x ) d x | ≤ | ∫
x1

x
0

f ( x ) d x | + | ∫
x2

x
0

f ( x ) d x | 　　　　　　　　　　　　　　　

≤ | ∫
a

n1

x0

f ( x ) d x | + | ∫
x1

a
n1

f ( x ) d x | + | ∫
a

n2

x0

f ( x ) d x | + | ∫
x2

a
n2

f ( x ) d x |

≤ε/ 4 +ε/ 4 +ε/ 4 +ε/ 4 = ε,

其中 : x i ∈ ( an
i
, bn

i
) , i = 1 ,2 . 当 x 0为 A ∞的孤立点自然成立. 对 x 0 - δ < x 1 < x 2 < x 0同理.

□
定理 3 　设 f ( x ) 为 [ a , b ] 上几乎处处连续的本性函数 ,若 f ( x ) 在 A ∞上积分一致收敛 , 则

f ( x ) 在 [ a , b ] 上必可积.

证明　 f ( x ) 在 A ∞上积分一致收敛 ,则存在公共的η > 0 ,对任何 x
0
∈ A ∞ , f ( x ) 在 ( x 0 - η ,

x 0 + η) 上可积 ,则开区间族 ∪
x

0
∈ A ∞

( x 0 - η , x 0 +η) = A ∞(有界闭集) ,必有有限个开区间覆盖 A ∞

, ∪
k

i = 1
( x i - η , x i + η ) = A ∞ ,而 f ( x ) 在这 k 个开区间上都可积 ( k 为定数) , f ( x ) 在 [ a , b ]

∪
k

i = 1
( x i - η, x i +η) 上有界 ,必可积. 记 Hi = ( x i - η , x i + η) , i = 1 ,2 , ⋯ , k ; Hk + 1 = [ a , b ]

∪
k

i = 1
( x i - η , x i +η) . 对任意ε/ ( k + 1) > 0 , 存在δi > 0 , i = 1 ,2 , ⋯ , k , k + 1 ,对任何开集 O i

= A i
∞, i = 1 ,2 , ⋯ , k ,及[ a , b ] ∪

k

i = 1
( x i - η , x i +η) 中的开集 Ok + 1 ,只要 m ( O i) < δi , i = 1 ,

2 , ⋯ , k , k + 1 ,不管 O i , i = 1 ,2 , ⋯ , k , k + 1 ,为何开集 ,不管在含 A ∞点的区间内如何取点 (不含
A ∞点的区间内取点相同) ,都有

| ∫
∪
j

( x
i , j

, x′
i , j

)

f ( x ) d x | < ε/ ( k + 1) , i = 1 ,2 , ⋯ , k , k + 1 ,

取δ = min
1 ≤ i ≤ k + 1

{δi} ,对任何开集 O = A ∞ , 不管为何开集 ,不管在含 A ∞点的区间内如何取点 , 当

m ( O) < δ ,都有

| ∫
∪
∞

j = 1
( x

j
, x′

j
)

f ( x ) d x | < ∑
k + 1

i = 1
| ∫

[ ∪ ( x
j
, x′

j
) ] ∩ H

i

f ( x ) d x | < ε. □

　　由积分定义与前面 3 个定理 ,立刻得到下面的重要推论.

推论 1 　 f ( x ) 在 [ a , b ] 上可积的充要条件是 f ( x ) 满足 : ∑
∞

n = 1
| ∫

b
n

a
n

f ( x ) d x | < + ∞ , 且存在公

共的η > 0 ,在 A c
∞的各构成区间 ( an , bn) 的端点 ,有 lim

η
→0∫

a
n

+η

a
n

f ( x ) d x = 0 与 lim
η →0∫

b
n

b
n

- η
f ( x ) d x = 0 ,

n ∈ N , 一致成立.

推论 2 　 f ( x ) 在 [ a , b ] 上可积的充要条件是 f ( x ) 在 A ∞上积分一致收敛.
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The Discussion of The Integrabil ity Problems on the Almost

Everywhere Continuous Essential Functions

Q I Min2ju
(Shanghai College Of Electricity Machinery Technology , Shanghai , 200240 , China)

Abstract : Based on the two premises that Lebesgue measurable functions are equated almost everywhere with the almost every2
where continuous essential functions and that the integral on the zero set is equal to zero , according to the principles of inheri2
tance , evaluation , convergence , the integral of the essential functions which are continuous almost everywhere on [ a , b ] is de2
fined , the concept of the uniform local integrability and the uniform convergence of the integral on the points of the infinite de2
gree of the discontinuity is introduced , and the necessary and sufficient conditions of the integrability are derived.

Key words : almost everywhere continuous essential function ; integral ; uniform convergence of the integral
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