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摘 要 ：讨论计算机程序设计语言的Domain理论中的拓扑方法．研究稳定映射空间的开集 

引入了极大粪全函数概念 ，讨论极大粪稳定全函数的性质 
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拓扑概念在计算机科学中有极好的应用．拓扑空间可看作数据类型 ，开集可认 为数据 

的性质 ，而空间中的点(即拓扑空间的连续映射)可看作程序 (段)．这种观点特别有助于理 

解程序的指称语 义与程序逻辑 间的关系“ ． 

在经典的 domain理论中，Scott连续映射是基本研究对象，但在以 Scott连续映射为程 

序 的指称语 义时建立的语义模型不能很好地支持 PLOTKIN的 PCF语 言(Programming 

languange of Computable Functions)0]．BERRY 在 Scott连 续 映射基础 上引 入 了稳 定连 续映 

射简称稳定映射的概念0 ，稳定映射能很好地支持 PCF语言的语 义模型．从此稳定映射得 

到 了人们的关注，如，GIRARD用稳定映射建立了线性逻辑 以及多态程序设计语言 的 

语 义模型 ，WINSKEL等人用稳定映射建立并发 (concurrency)的语义模型“]，GIRARD关 

注 coherence空间的稳定映射[ ，而 ZHANG关注 BERRY引入的 dI—domain 上的稳定映 

射 ．本文作者关注 lUNG所引入的 L—domain0 上的稳定映射 ，这些研究成果丰富了 

Domain理论，并逐步形成了以稳定映射为主要研究对象的 Domain理论 ，称为稳定 Domain 

理论．本文继续讨论 L—domain上的稳定映射，注重讨论稳定映射空闻的开集 ，引入极大类 

稳定全函数概念，并讨论其性质． 
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1 预备知识 

设 (P，≤)是一偏序集 ，其元素间的序关系 z≤ 从不同角度解释有不同的含义：(1) 

元素 32所含的信息量少于元素 所含的信息量 ；(2)从信息的逼近角度解释为元素 y比元 

素 z更接近于要逼近的元素；(3)从函数的偏性与全性来看函数 z比函数 更偏 ，或者说 函 

数 Y比函数 z更“全”．Domain理论所关心的偏序集为定向完备的，即定向集的并(或者链) 

封闭的偏序集 ，具体定义如下． 

设 A是偏序集 P的非空子集，若对于 ^中的任何两个元素 n，b都有 c∈A使碍 口≤c， 

b≤ c，则称集台 A是定向的．显然每个增加链 z ≤ z ≤ ⋯ ≤ z ≤ ⋯ 是定 向集．若偏序 

集 P的每个定向集的并都存在 ，则称偏序集 P为定向完备偏序集(DCPO)．带有最小元 上 

的定向完备偏序集称为完备偏序集(CPO)，以后用符号 V A表示集合 A的并．设 D是一完 

备偏序集，z∈ D ，若对于 D 的任意定 向集 ^其要 z≤V A就有 ∈A使得 ≤ ，则称 

z为 D的有限元，或紧元．有限元体现了在有限步后就可实现的有限性．符号 D。将表示 D 

的所有有限元之集．若对于 D 中的任意元 z，集合 {YiY∈D。， ≤ z)，记为 ，是定 

向的并且其并恰好为 z，即 —V (2ol ∈D。，2o≤ }，刚称 D是代数的完备集，简称为 

domain．Domain的代数性体现了 domain的每一个元素都可用有限元逼近．设 D是一 d 

main，D 中的元素 m称为极大的，若 D中没有比它再大的元素．极大元体现了所含有的信 

息尽可能多的极大性 ，或者函数尽可能全的全性．符号 (D)表示 D 的所有极大元之集， 

而 mU — U n M (D)． 

Domain间的(Scott)连续映射是指单调且保定向并的映射．设 f，g是 domainD到 E的 

连续映射，若对于任意 d∈D都有 ，( )≤ g( )，则说 ，点式小于等于 g，记作 ，≤ g． 

设 D是一 domain，D的子集 [，称为 Scott开集，若 u是一上集，并且对于 D的任一定 

向集 ^ 只要 V A ∈U就有 ∈A使得 Ⅱ∈U．D的所有 Scott开集组成了 D上的一拓扑， 

称为 Scott拓扑，并记作 aD．Scott拓扑与 Scott连续映射保持和谐 ，即有下列结论 ： 

设 D，E是 Domain，，是 D到 E的映射 ，则f是 Scott连续映射当且仅当 ，关于 ScOtt 

拓扑连续，即 V u ∈aE．， (u)∈ aD． 

DomainD到 domainE的 ~cott连续映射 ，称为稳定函数 当且仅当 V d∈D，V ≤ 

／( )集合 {n： ≤ d， ≤ ，(d))有最小元，记为 m(，，d，e)． 

设 f，g是 domainD到 E的稳定映射，若 ，≤ g并且对于任一 d≤ D以及 ∈E当 

≤ ／( )时 ，有 m(f，d， )=m(g，d，e)，则称 ，在稳定序下小于等于 g，记作 ，≤，g． 

Domain D称为 L—domain ，若 D的每个相容集(即上有界的非空子集)都有交(即最大 

下界)的 domain．符号 d 6表示 (Ⅱ，b)是相容集．符号 [D一 E]表示 L—domainD到 L—do- 

main E的所有稳定函数之集并带有稳定序 ≤ 

定理 1 设 D ，E是 L—domain，f，g：D — E是稳定映射，则下列各条等价 ： 

(1)f≤ g； 

(2)f≤ g，并且 V 工，工 ∈D 只要 工≤ 就有 ，( )= ，(工 )^g(工)； 

(3)f≤ g，并且 V ，工 ∈D 只要 工’工 就有 ， )^g(x )=f(x )^g )． 
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定理 2 设 D ，E是 L--domian，f是 ]到 E的(Scott)连续映射 ，则 f是 D到 E 

的稳定映射当且仅当 ，保相容集的交． 

这个定理表明，L—domain间的稳定映射恰好是保持 L domain运算(定向集的并以及相 

容集交)的同态映射 ，这为 们研究 L—domain上稳定映射带来了方便0 ． 

设 D是 L—domain，D的 Scott开集 u称为稳定开集当且仅当对于D的任一相容集x 只 

要 x u就有 ^X ∈U．符号 SN(D)将表示 D的所有稳定开集组成的集合．D的所有 

稳定开集一般不再构成 D的拓扑，这是因为任意多个稳定开集的并一般不是稳定开集．但 

这并不影响我们用拓扑方法讨论 L—domain．符号 止 表示稳定开集u 中极小元之集．若 F 

， 则说 u稳定小于 V，记作 u ．符号 KSN(D)表示 D的所有紧稳定开集的 

集合． 

命题 3 设 D是 L—domain，U是 Scott开集 ，则 

(1)U是稳定开集当且仅当 u是一些形如 十k( E D。)互不相交的集合的并j 

(2)稳定开集 u是紧的当且仅当有有限个互不相容的紧元 k ．k：，⋯， 使得 u是集合 

十k ，十k：，⋯，十 的并． 

证明 可直接验证． 口 

定理 4口。 ] 

(1)设 D，E是 L—domain，f是 D到 E 的映射．则 ，是稳定映射当且仅 当 V u ∈ 

SN (E)．f (U)E SN (D)． 

(2)设 D，E是 L—domain，f，g是 D到 E的稳定映射 ，则 f≤ g当且仅当对于任意的 

U E SN (E)．f (U) g (u)． 

2 稳定映射空间 

作者在文[10]中表明若 D，E是 L domain．则 D到 E的稳定映射空间 [D 一，Ej在稳 

定序下仍是 L—domain，其中定向集的并以及相容集的交都是点式的即： 

设 (，I：n∈△)是 [D一，明 中的定向集，其并定义为 

(V。∈ )( )= V。∈ ( ( ))． 

设 { ： ∈ △)是 [-D一 E]中的相容集 ，其交定义为 

(A ∈ 。)(d)一 A dO"o( ))． 

定 理 5 设 D，E 是 L domain，A ∈ KSN(D)，B E SN(E)，则 A — B ∈ 

SN ( 一 E])，其中 

A— B= {f：f∈ [D一，E]，A fI1( ))． 

证明 由定理 4知A— 日是上集．现设 ( ：nE△)是 [D一 明 中的定 向集，并且假 

定 V。 。E A— B，则A (V ∈a ) (B)．因为A是紧开集 ，所以 是有限集 ，可 

设 一 {m ，mz，⋯ ，m )．这 样 m．∈ )，i= 1，2，⋯ ， ．因为 { ： ∈ △)是 定 

向集 ，所以有 使得 
．≤，fo。， =1，2，⋯， ．此时 (B)，结果 ∈A— B． 

这已表明 A— 日是 [D一 E])的 Scott开集． 
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设 {，．； E A)是 _D一 E]中的相容集，，。是其上界，即 V a E A，， ≤ ，。．则 

 ̂ √ ∈ [_D一 E]}．设 ⅡE A ，则由A ， ( )得 { ( )： E A) B．此时由 是 

稳定开集以及 { (d)： E )是相容集得  ̂E山 (口)E B，故 d E (̂  } ， ) ( )，所以 

A ((̂  厂．) (B)) 取 m ∈ ,uA且设 m ≤ m 其 中 m ∈  ̂E√ ) (B)，因为 ，＼ ， 

≤ ，由定理 4有 (̂  ∈ ) (B) ，『’( )．这样 m E (， ( ))．但 ,uA ， ( )， 

这时 一m E (̂  ∈ ) ( )．因此 ,uA (̂  ∈ f )一( )并且  ̂ ∈A— ．结果 

A一 口是 [D 一 明 )的稳定开集． E 

3 极大类全函数 

由于在计算机科学中偏函数是处处可见的，全函数的要求过于偏高 ，人们应降低函数 

全性的要求，转而关注相对某类元素的全函数即保持某类元素性质的函数． 

设 u， 分别是函数 ，定义域与值域中具有相 同T类元素集，若 ，将 u中的元素映成 

中的元素，即 ，(u) v ，则称 ，为 T类全函数．人们可以关 l庄各种各样的类全函数，比 

如紧元类全函数即保持紧元函数 ，对于 dI domain人们可关注全索元类全函数(全索元的定 

义可见文[7])．本文关注极大类全函数． 

设 _D，E是 domain，f是 _D到 E的映射，若 将极大元映成极大元 ，即 f(肘(_D)) 

M (E)则称 ，是极大类全函数． 

显然，极大类全函数的乘积仍是极大类全函数 ，恒等映射是极大类全函数． 自然数的 

平坦 domainⅣ 是 {上 ，l，2，⋯ ，”，⋯}其序关系为； ≤ 当且仅当 一上 ．此时每个 

自然数都是极大元，所以 Ⅳ 上的极大类全函数当且仅当它是 自然数集上的全函数．一般 

地，平坦 domain间极大类全函数与全函数是一致的． 

为了更好地支持程序设计语言的语义模型的建立 ，Domain理论还建立了 domain的各 

种 各样的运算 ，诸如：积 _D×E，和_D+E，映射空间 _D一 明 等．易知积的射影映射 ： 

_D×E一 _D， ：D ×E— E以及和的内射 』 0一 _D+ E，』 ；E一 _D+E均是极大 

类全函数．下面的命题 6，7，8可直接验证． 

命 窳 6 设 D ，D ．E是 L domain，f：E — D ，g E — D 是 稳 定 映 射，定 义 

< f，g> ；E— D × D 为 < ，，g> ( )一 (，( )，g( ))．则 < f，g> 是使 一 ， 。 

< ，，g> ，g=， < ，，g> 成立的唯一稳定映射 ，并且 < ，g> 是极大类全函数当且 

仅当 f，g是极大类全函数 

命题 7 设 _D，D ，E， 是 L—domain， tD— D ，g；E— 是稳定映射．定义 f× 

g一<f。 ，g >；(D ×E)一 ( ×E )是极大类全函数当且仅当 f，g是极大类全 

函数． 

命题 8 设 _D，E，F是 L Domain．f：D— F，g E— F是稳定映射．定义 ，+g：D+ 

E— F为 + gi-_D+E)=1 F， +g(d， 

使 ，+ g ]nl= f，f 1-g。In，一 g成 立的唯 

且仅当 f，g是极大类全函数． 

( )，f+ g(e，1)= g( )．则 ，十 g是 

稳定映射，并且 + g是极大类全函数当 
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设 D是 L—d。main，U，V∈SN(D)．若 并且 mU—mV，则记 ． ． 

定理 9 设 D，E是 L—domain，f是 D到 E的极大类稳定全函数 ，则对于 E的任意稳 

定开集 ， 只要 就有 f ( ) f ( )． 

证明 明显地 f (∽  f (V)．设 m ∈f ( )n M (D)，刚由 ，是极大类稳定全 

函数得 ，(m)∈ U n M (E)．因 [， ，所以 ，(m)∈V n M (E)，m ∈ f ( )n M (D)． 

故 f (U)nM(D) f ( )nM (D)．同理可得 f ( )nM(D) f一 (u)nM (D)． 

所 以 f ( ) ．f (V)． 口 

设 ∈ [D 一 E]，V P∈E，令 ，(￡)一 i (，，d， )：d∈D，e≤ ，( )}，则 ，是 E 

到幂集 2。的映射．集合 一 {(d， )：(n，p)∈D。× E。，d∈ b(p)}称为稳定映射 ， 

的迹 ． 

定理 l0[】 设 D ，E是 L domian，f，g：D— E是稳定映射 ，则 ，≤ g当且仅当 ， 

Pg，f — g当且仅 当 一 g． 

定理 1ln。 设 D，E是 L—domain，刚 集合 A一 {(d．，户．)； ∈，) D。×E。是某一稳 

定函数的迹当且仅 当它满足 

(1)定向性 ：V d ∈D，{户．：(日，户．)， ∈I，Ⅱ．≤ d)是定向集； 

(2)相容性 ：V J I， ： ∈，)是相容集且 {A：i∈‘，)是单点集，则 { ：i∈‘，)是单 

点集 { 

(3)完备性 ：V P ∈E。，若有 ( ，A)∈A使得 户≤ 则有 d∈D。使得 0，户)∈ 

且 d≤ d，． 

定理 12 设 D，E是 L—domain，f∈[D一 E]．若 ，是极大类稳定全函数 ，刚，在稳 

定序下是极大的． 

证明 设 f，g∈ 一。￡]，且 ，≤ g，则 ug．任取 (d，户)∈ ug，则有 m ∈ 

M (D)使得 d≤ m．由户≤g(d)≤g(m)一f(m)一V{户，：(d ，户 )∈F'f， ≤ m}及 户∈ 

E。得 ( ，户，)∈ 使得 ≤ 户r， ≤ m．由定理 8得 (Ⅱn，户)∈ 且 ≤ d ≤ m．因 ， 

／ag，所以(吼，户)∈／ag．再由定理 8得 d— d。．所以(d，户)∈ ．进一步有 船 ，，所 

以 f— g． 口 

推论 设 D，D， 一 1，2)是 L domain，则有 

(1)恒等映射 D：D — D是极大的； 

(2)内射 ．：D．— (D1+ D。)0— 1，2)是极大的； 

(3)射影 户 ：D ×D 一 D．(}一 1，2)是极大的． 
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Abstract：Introduces topological m ethods in domain theory of denotational seraant[cs of eomputer p gram
—  

ming languages· Investigates properties of open subsets in stah]e function spaces between L
— dornains． Ak。 

gives the definition of type—maximum total functions．And discusses propoerties of type．maxjmum ro“ I stab】e 

functions． 
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