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摘 要 在系统分析了bcc金属{110}(111)，{112}(111)和{123}(111)多滑移时的单晶屈服面(SCYS)的基础上， 

导出了临界剪切应力 (CRSS)相等情况下完备的单晶混合屈服应力状态，求出了相应的活化滑移系及5个独立活化滑移系的组合 

数，并将所有可能的屈服顶点按晶体结构的对称性加以分类和列表． 
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ABsTRAcT The single crystal yield surfaces(scYs)in bcc metals for{110}(111)，{112}(111) 
and{123}(111)multiple slip were analyzed systematically．The complete yield stress states，the cor· 
responding active systems and the combination number of five independent active systems associated 

with the particular vertex have been derived under the same critical resolved shear stresses fCRSS’S)． 

All possible yield stresses are classified and listed according to the symmetry of crysta1 structure． 

KEY W oRD S bcc metals．slip．yield stress 

单晶屈服面 (SCYS)是研究多晶体塑性变形的基 

础，它对于晶体材料的屈服、形变行为以及材料的织构与 

塑性各向异性的研究是极为重要的．晶体塑性理论指出， 

对于给定 5个独立应变分量的晶体变形 (如 FC Taylor 

模型 【 J)，要想使应变协调性得到完全满足，需要 5个独立 

滑移系，而使5个独立滑移系同时启动的应力状态 (称之 

为屈服顶点)为单晶屈服面上的顶点．对少于 5个应变分 

量被指定的晶体变形 (如 RC Taylor模型 E21)，其屈服应 

力状态可由屈服顶点导出，它们位于顶点间的联线上 

因此，本文仅研究能够满足任意形状变形的单晶屈服应力 

状态． 

由于Bishop-Hill等 L4j J的工作，fcc金属 {111} 
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(110)滑移的SCYS已是众所周知了；由对称性可知，它 

等同于bcc金属{110}(111)滑移的SCYS．然而，研究表 

明bcc金属在(111)方向上除了能沿{儿0}面滑移外， 

经常还可观察到沿 {儿2}面，甚至{123}面滑移．对bcc 

晶体结构的 SCYS，材料学者已做了一些研究 [6-11 J．然 

而，关于bcc金属同时在(11o}，(112}，{123}面上滑移的 

SCYS的研究尚鲜见．本文从 Taylor／Bishop—Hill晶体 

塑性理论出发，分析了bcc金属同时在{110}，{儿2}， 

{123}面上滑移的SCYS，以弥补此方面研究的不足，为 

进一步研究晶体材料的屈服及塑性变形行为、宏观塑性各 

向异性以及形变织构提供理论依据． 

1 单晶屈服面 (SCYS)的一些基本概念和性质 

1．1 Schmid定律和应力、应变矢量 

金属单晶的滑移系可用滑移面法线方向、滑移方向的 

单位矢量 和 b表示． Schmid定律指出，对于任一应 

力状态 ，如果在某一特定的滑移系 S上的分解切应力达 
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到临界剪切应力 (CRSS)时，那么单晶在此滑移系上产生 

滑移变形，则 Schmid定律可表示为 

7-
s = m S gr

ij= ( ，J=1，2，3) (1) 

其中 

m =(6iSnjS+bSnS)／2 

为不同滑移系上的广义 Schmid因子．在滑移系 S上与 

微观滑移量 d s相联系的晶体应变增量可由几何关系 

d~ij=mZijd7s (3) 

来确定．为方便起见，应力、应变常常用矢量形式来表示． 

本文使用 Kocks等 [。】在 5维或 6维应力空间引入的符 

号，则 Schmid定律可表示为 

m Sa
k= (k=1—5 or 6) 

式中m S为广义 Schmid因子矢量分量．相应地，应变增 

量矢量分量表示为 

假定应力张量 表示一个与 5个独立滑移系 (他=1— 

5)相联系的 SCYS的屈服顶点，则由顶点的定义，应有 

m
S n

u = T 

设同种类型的所有滑移系的 n是一样的 

对称操作矩阵的正交对称性，有 

(8) 

由式 (7)和 

m  
S

znu ：= (他=1，5) (9) 

此处 为 的等价屈服顶点，与它相联系的滑移 

系恰好是与 ’相联系的滑移系的转换． 表示应力张 

量 的转换 

=HmHlja~j (10) 

上述性质允许我们仅用一些基本的屈服顶点来描述 

SCYS，剩下的可使用对称操作由它们来导出．这最小的一 

组顶点称之为不可约顶点，其选择准则是与之相联系的滑 

移系至少一个属于立方晶体标准投影的基本三角区里．利 

用晶体和 SCYS的对称性质可极大地减少计算时间，并 

可很方便地获得相同类型的滑移系． 

2 bee金属的 SCYS 

dE =m d7s (5) 2
．1 bcc金属的滑移系 

对于 5维应力矢量和 6维应力矢量， m S为 m 的不同 

线性组合． 

1．2 滑移系和 SCYS的对称性质 

由晶体结构的对称性，如果 日 为允许的对称操作的 

矩阵表示式．那么当对称操作应用于晶体的滑移系 S时， 

则相同类型滑移系 S 的滑移方向和滑移面法向单位矢量 

可由变换 

6 =Hkibf； 他 ：日lj (6) 

获得，与 S 滑移系相联系的广义 Schmid因子则按下式 

转换 

m =HkiHljm~． (7) 

对bcc金属，任取一{110}(111)，{112}(111)、 

{123}(111)滑移系，由晶体的对称操作(432点群，考虑 

到滑移系的滑移方向可为正负，对称操作同时还包括反演 

中心)即可方便地得出所有的滑移系如表 1、表 2和表 

3所示．表中对于任意一个 (111)方向，与之相联系的3 

个{112}面都垂直于相应的{110}面．对于{110}(111)， 

{112}(111)，{123}(111)三种不同类型的滑移系，其滑 

移系的总数不同，分别为 24，24，48．从晶体的对称操作可 

知，这是由于对{110}(111)和{112}(111)滑移系而言， 

并非每次当新的操作应用于初始滑移系时，都能得到新的 

滑移系，其中某些操作是多余的，即由此操作得到的滑移 

系与由先前操作得出的滑移系是相同的．而对{123}(111) 

滑移系，恰好每个对称操作均可得出一个新的滑移系． 

表 1 {110}(111)滑移系及其表示的符号 

Table 1 {110}(111)slip system and its identified symbol(ND-normal direction) 
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表 3 {123}<111)滑移系及其表示的符号 

Table 3 {123}<111)slip system and it identified symbol 

Slip direction i 111 —111 

Slip plane元 

Slip systems(for b) 

(for一6)一b—+一b 

2．2 SCYS计算的基本原理 

本文用r{11o}<111>来表示{110}(111)滑移系的临界 

切应力，r{112}<111>表示{112}(111)滑移系的临界切应 

力，7"{123}(111>表示{123}(111)滑移系的临界切应力． 

同时，设 

(11) 

为方便起见，将上述定义的应力矢量 相对于 

7I(11o)(111)归一化为 ，它为 5维或 6维应力矢量． 

根据 Schmid定律，对活化滑移系有 

式中m ，m 和m 分别是{110}(111)，{112}(111)， 

{123}(111)滑移系的广义Schmid因子矢量分量．上式 

在应力空间定义了一系列超平面．对于能活化 5个独立滑 

移系的 M，称之为屈服顶点．很明显，对于 bcc金属而 

言，考虑滑移的方向性，有 96个滑移系，即有 96个方 

程．为了满足任意形状的变形，必须有 5个或 5个以上 

的滑移系满足式 (12)，且必须有5个独立的滑移系．同时 

对所有其它的滑移系，应该满足下述条件 

按照上述方法，∈1和 ∈2取不同值时，可以分析不同 

情况下的bcc金属的单晶屈服面 (SCYS)． 

2．3 {110}(111)，{112}(111)和 {123}<111)混合 

滑移模式下的屈服应力状态 

对于bcc金属而言，考虑{110}(111)，{112}(111) 

和 {123}(111)多滑移的混合模式．为不失一般性， 本 

文计算三类滑移系的临界剪切应力相等时的混合屈服应 

力状态． 

假定 ∈1=∈2=1，解上述联立方程可以得到屈服应 

力状态及与其相联系的活化滑移系．结果表明总共有 1104 

种屈服顶点 (考虑其负值，应力状态总数增加一倍)．根据 

bcc晶体结构的对称性，可将它们分为 58组基本的屈服 

应力状态： 

(1)8组同时活化 8个滑移系，共有 48种应力状 

态，4组活化4个{110}(111)和4个{123}(111)滑移 

系 (24种屈服顶点)， 4组活化4个 {112}(111)和 4 

个 {123}(111)滑移系(24种屈服顶点)； 

(2)2组同时活化 6个滑移系，共有 48种应力状 

态，1组活化 3个 {112}(111)和3个{123}(111)滑 

移系(24种屈服顶点)，1组活化3个{110}(111)和3个 

{123}(111)滑移系 (24种屈服顶点)； 

(3)48组同时活化 5个系，共有 1008个顶点．其 

中15组 (第 11至第 25组)活化2个 {110}(111>，1 

个 {112}(111)和 2个 {123}(111)滑移系 (288个顶 

点)，3组 (第 26—28组)活化2个 {110}(111)和3 

个 {123}(111)滑移系(72个顶点)，其中8组(第29— 

36组)活化 1个{ii0}<iii)，2个{112}(111)和2个 

{123}(111)滑移系(192个顶点)，其中12组 (第 37— 

48组)活化 1个{110}(111)，1个 {112}(111)和3个 

{123}(111)滑移系(288顶点)，其中7组(第49～55组) 

活化3个{112}(111)和2个{123}(111)滑移系(96顶 

点)，其中3组(第56—58组)活化2个{112}(111)和 

3个{123}(111)滑移系(72顶点)． 

表 4列出了这 58组基本的屈服顶点，与之相联系的 

活化滑移系以及 5个独立滑移系的组合数．同时根据文 

献【12】附录的由晶体结构对称操作得出的不同滑移系上 

屈服应力状态的对称变化，即可求出所有余下的等价屈服 

应力状态，并由此得出了各组屈服顶点的等效顶点数亦如 

表 4所示．由于每次当不同的对称操作应用于基本的屈服 

顶点时，其中一些对称操作也许是多余的，不一定能得到 

新的顶点．因此各组的等效屈服顶点数可能不一样．由求 

出来的屈服顶点和各个滑移系上的广义 Schmid矢量，可 

计算出各个滑移系上的分解剪切应力．结果发现．在非活 

化滑移系上分剪切应力大多不为零，这与{110}(111)滑 
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表 4 {11o}<111)，{112}<111)和{123}<111)多滑移的屈服应力状态 

Table 4 Yield stress states for{11o}<111)，{112}<111)and{123}<111)multiple slip 
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移屈服顶点在非活化滑移系全为零不同． 

同时应该指出，对于纯 {110}(111)滑移，引起活 

化滑移系选择的模糊性问题 (即超过 5个活化滑移系) 

的屈服顶点的百分数为 100％；由以上分析方法，根据计 

算，可以得出对于 {112}(111)和 {110}(111)临界剪切 

应力相等情况下的混合滑移模式，其百分数为 22．2％；对 

于{110}(111)， {112}(111)和 {123}(111)混合滑移 

模式，活化多于 5个滑移系的屈服应力状态的百分数为 

8．7％．由此可见，对于bcc金属而言，随着 {112}(111) 

和{123}(111)滑移系的引入，引起活化滑移系不确定性 

的屈服顶点百分数与纯 {110}<111)滑移相比，逐渐下 

降．根据晶体塑性理论，由于对于任一取向的晶体，在体 

积不变的情况下，仅需 5个独立的活化滑移系即可相容 

任意形状的变形．而形变织构的演变恰好是由活化滑移系 

确定的，对于超过 5个活化系的屈服顶点，由于活化滑移 

系选择的模糊性，相应地，形变织构具有不确定性．因此 

可以推断，随着{i12}<iii)和{12a}<ll1)滑移系的引 

入，形变织构的不确定性程度也将越来越小． 

进一步分析可知，利用本文求出的屈服应力状态，结 

合最大塑性功原理，在分析 bcc金属轴对称塑性流动的 

Taylor因子和活化滑移系时，其结果与 Chin等 【 J使 

用最小内功原理是一致的．这证明了本文的分析结果是正 

确的．因此，对于任意取向晶粒的不同变形方式，由本文 

计算的屈服顶点，既可计算出它的 Taylor因子，预测其 

变形的难易，也可确定相应的活化滑移系，计算晶粒的旋 

转和取向变化．此外，对于 bcc单晶和具有强织构的多晶 

材料，根据 Montheillet等 【MJ提出的 CMTP方法，应 

用本文计算的应力状态，可以导出简单的屈服面来描述其 

流变行为，在此不再多述． 

3 结论 

(1)基于Taylor／Bishop—Hill晶体塑性理论，系统分 

析了bcc金属在{110}(111)，{112}(111)和{123}(111) 

上滑移的单晶屈服面． 

(2)求出了{110}(111)，{112}(111)和{123}(111) 

多滑移的临界剪切相等时的混合屈服应力状态，并将其按 

结构对称性加以分类．结果表明：共有 58组屈服应力状 

态，它们分别活化 8，6或 5个滑移系：其中 8组活化 8 

个滑移系，共有 48种应力状态；2组活化 6个系，共有 

48种顶点； 48组活化 5个系，共有 1008种顶点． 

(3)与纯 {110}(111)滑移相比，随着 {112}(111) 

和{123}(111)滑移的引入，活化滑移系选择的不确定性 

程度逐渐降低． 
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