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摘要　本文导出了约束三线摆有阻尼自由摆动的非线

性微分方程. 提出复杂形体转动惯量的约束三线摆非

线性等效识别法. 对识别误差作了讨论. 指出该法应用

于复杂形体转动惯量甚至惯性张量的高精度识别的可

能性.

关键词　转动惯量, 约束三线摆, 非线性等效识别法

航天器的姿态控制, 机动变轨; 体育科学中的选

材、训练以及临床医学中的体检等都要求对复杂形体

的转动惯量, 及惯性张量进行高精度识别.

本文导出了约束三线摆有阻尼自由摆动的非线性

微分方程. 吸取了文[1 ] 中等效识别思想和三线摆在结

构上的简单性, 提出转动惯量的约束三线摆非线性等

效识别法. 该法从摆动时程记录而非“周期”记录出发,

突破了提高识别精度的“线性瓶颈”. 约束的引入则使

该法能应用于复杂形体转动惯量, 甚至惯性张量的识

别, 而不必限于盘类形体.

1　摆动方程

图 1 为本文建议的约束三线摆结构和运动简图.

摆盘A 带轴受轴承架 1约束. 轴上装有重庆大学 GD Z

型圆光栅光电编码器, 其测角分辨率为 0. 044 度ö脉
冲. 盘上装重庆大学Q GB 型光栅位移传感器, 分辨率

为 20 Λm ö脉冲. B 为复杂形体安装于A 上, 其回转半

径 ΘB 是待识别的.

摆的位形可用悬点 P 的柱坐标 (R , Υ, z )描述如图

1 (b). R 为 P 点半径, L 为摆长, 注意到

(R co s Υ- R ) 2 + R 2sin2 Υ+ (L - z ) 2 = L 2 (1)

取 Υ为广义坐标. 应用动量和动量矩定理可得

m zβ= 3T co s Χ- F z ( zαΥα) - m g (2)

m Θ2Υβ= - 3T R sin Χco s
Υ
2

- M z ( zαΥα) (3)

式中, m , Θ分别为A + B 的质量和对OO 1 轴的回转半

径, T 为摆线张力, Χ为其与铅垂线的夹角, F z 为移动

阻力, M z 为转动阻力矩. 应用关系

(a)

(b)

图 1　约束三线摆及其运动

L sin Χ= 2R sin
Υ
2

(4)

并消去 T ,则可由 (2)得出约束三线摆有阻尼自由摆动

微分方程

R 2 sin2Υ

L 2- 4R 2 sin2 Υ
2

+
Θ2

R 2 Υβ+

R 2 sin Υ
(L 2- 4R 2 sin2 Υ

2
) co s Υ+ R 2 sin2Υ

L 2- 4R 2 sin2 Υ
2

Υα2+
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g sin Υ

L 2- 4R 2 sin2 Υ
2

1ö2 +
F z (ΥΥα) sin Υ

m L 2- 4R 2 sin2 Υ
2

1ö2 +

M z (ΥΥα)
m R 2 = 0 (5)

其解 Υ( t)依赖于初态并且是衰减的. 只有当 Υ与 Υα同
为一阶小量并忽略阻尼, 则式 (5)线性化为

Θ2 ΥβöR 2 + g ΥöL = 0,并有 Σ0 =
2ΠΘ L

g
(周期)

(6)

2　非线性等效识别的原理和方法

Σ0 只有理论意义, 实际上是个近似量, 具有模糊

性. 实测 Σ0 时Υ与 Υα的初值该取多小? 弱阻尼下, Σ0已

是“条件”周期, 只允许取摆通过平衡位置的瞬时作为

度量 Σ0 的起、止时刻,这样的时刻是难于准确判定的.

如此, 以测 Σ0 作转动惯量的高精度识别, 在理论上就

受到限制,即有线性瓶颈.

鉴于对摆动时程, 即式 (5)的解 Υ( t)作高精度测量

与处理并非难事, 本文拟订出从测 Υ( t)去识别转动惯

量的高精度方法.

2. 1　原　理

设C 为另一物体, 与B 有相同质量 (即m C = m B ) ;

A + C 与A + B 在摆动中因形状引起的阻尼差别可忽

略; 摆动的初态相同, 则按式 (5)必有

ΘC = ΘB Ω ΥA C ( t) ≡ ΥA B ( t) (7)

这个等价关系叫做约束三线摆非线性等效原理.

2. 2　方　法

现设 C 为二相同的均质圆柱, 半径为 r, 对称于

图 2　等效圆柱在A 盘上的安放

OO 1 轴放置在A 盘上, 相距为 2p , 如图 2. 按理论力学

可算出二圆柱的转动惯量为

J C = m C ( r2

2
+ p 2)　 (m C为二圆柱质量) (8)

再设通过测量, 既得出一条A + B 的摆动时程记

录 ΥAB ( t) , 又得出一族A + C 的摆动时程记录{ΥA C ( t,

p ) , r< p < R - r}, 并且它们有相同的记录长度 Σ和相
同的初态: ΥA B (0) = ΥA C (0, p ) ,　 ΥαA B (0) = ΥαA C (0, p ) =

0. 此外, 还假设 r选得适当, 能保证

ΥA B ( t) ∈ {ΥA C ( t, p ) , r < p < R - r} (9)

于是应用下列最小二乘判据

E (p ) =∫
Σ

0
û ΥA B ( t) - ΥA C ( t, p ) û 2 d t,

5
5p

E (p ) = 0

(10)

就能从{ΥA C ( t, p ) } 中挑选出一条记录 ΥA C ( t, p 0)逼近

ΥA B ( t). 不难推想出 ΥA B ( t)和 ΥA C ( t, p )的定性模样如图

3 所示. ΥA C ( t, p 0)将{ΥA C ( t, p ) }分成二组. p > p 0 的一

组较 ΥA C ( t, p 0)衰减得慢些, p < p 0 的一组则衰减得快

些. 应用这一特点可加速 ΥA C ( t, p 0)的选出从而确定出

p 0. 将 p 0 代入 (8) , 则按等效原理就得出 J B 的理论识

别值

[J 0
B ] = m C (r2ö2 + p 2

0) • J B (11)

图 3　不同 p 下 ΥA C ( t, p )的定性模样

3　 识别误差讨论

应用图 1 (a)之装置识别出的转动惯量有误差

∆[J B ] = 6
3

i= 0

∆[J i
B ] (12)

式中 ∆[J 0
B ] 为理论识别误差, 变分 (11)可得

∆[J 0
B ] = (r2ö2 + p 2

0) ∆m C + m C r∆r + 2m Cp 0 ∆p 0

(13)

∆[J 1
B ]为装置误差, 与盘的水平度、盘轴与轴承间隙有

关; ∆[J 2
B ]为B 在A 盘上的定位误差, 由B 上的OO 1线

与装置的OO 1 轴不重合引起; ∆[J 3
B ]则为随机误差, 文

献 [ 2 ]对图 1 (a)所示结构方案作了误差分配研究, 针

对m B = 450 kg 级试样指出, 实现 ∆[J B ]öJ B < 0. 5◊ 在

技术上是可行的, 文[2 ]中还提出了技术建议的细节.
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文 [ 1 ]中方法的理论识别误差和式 (13)不同之处

仅在于采用了 ∆p 0= (5p ö5Σ0) ∆Σ0. 即用 ∆Σ0控制 ∆p 0. 本

文已阐明, 如要提高识别精度, 这是不可取的.
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摘要　本文从散斑统计光学的基本原理出发,以随机过

程理论为工具,进一步阐述了白光散斑剪切干涉术的统

计特性,指出物面粗糙度和物面相干域应满足的一般条

件,并对一般条件进行了实验验证,结果表明理论与实

验保持一致.

关键词　白光散斑剪切干涉,统计特性,位移导数,粗糙

度,相干域

采用散斑剪切技术研测物体的位移导数场具有全

场显示、非接触测量、光路简单和防震要求低等优点,

因而目前已广泛地应用于无损检测领域. 然而散斑是

随机分布的统计光学现象, 散斑剪切技术的统计特性

的研究具有较大的难度, 因此目前有关用统计光学方

法对散斑剪切技术进行统计分析的研究工作报道很

少, 尤其是用统计光学方法对白光散斑剪切技术进行

统计分析的研究工作还未见报道.

我们基于散斑统计光学的基本原理, 阐述了白光

散斑剪切干涉术的统计规律, 指出了研测位移导数场

的一般条件[1 ]. 所得结论在 3种特殊情形 ( 空间完全相

干或时间完全相干或空间和时间均完全相干)下同已

有理论完全一致. 本文继续上述的研究, 进一步阐述了

白光散斑剪切干涉术在一般情形下的统计规律, 给出

了白光散斑剪切干涉术应满足的一般条件, 并进行了

实验验证.

1　理论分析

1. 1 物面粗糙度的一般要求

物面随机打毛,人为改变金属表面的精细结构,使

物面具有随机平稳的特性. 为提高散斑条纹的质量,需

要选择合适的物面粗糙度. 物面太光滑,条纹质量要下

降,其主要原因有 2个:其一是在散斑图样的任一点,干

涉波无足够的位相差以产生完整的相消干涉; 其二是

物面的空间频域变窄, 使高频成份丢失. 反之, 物面太

粗糙, 条纹质量也要下降, 其主要原因是光程差, 容易

超过相干长度而使非相干成份增加.

根据文献 [ 1 ]在白光散斑剪切干涉术中物面粗糙

度应满足的一般要求为

ΡH = 0. 19 Λm (1)

1. 2 物面相干域的一般要求

当物面相干域线度大于物面剪切量时, 被剪切后

的两物光波到达像面上同一点时才会发生相干叠加,

此时散斑条纹的质量最高. 否则被剪切后的两物光波

仅发生部分相干,甚至不相干. 在白光散斑剪切干涉术

中物面相干域应满足的一般要求为[1 ]

d c > ∃ (2)

式中 dc为物面相干域线度, ∃ 为物面剪切量, dc由下式

表示

d c = 1ö(1öd s + 1öd t)

d s = Κcö∃Αm ax , d t = l tö(Αm ax + Q m ax) (3)

式中 Κc为白光中心波长, lt 为相干长度, ∃Αm ax为光源对

物点的最大张角, Αm ax和Q m ax分别为光源中心和光瞳中
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