
起梁的任意截面弯矩为

m = 1 -
x
R

(5)

图 1
梁的转角为

θ =∫
R

0

M m
EI

d x (6)

将 (4) 式和 (5) 式代入 (6) 式中 , 对其积分并经

整理后 , A 点的转角为

θA =
M0 a3

3 EI2 R2 (7)

因此齿轮的刚度为

Ki =
M0

θA
=

3 EI2 R2

a3

代入轮齿的极惯性矩 I2 = bt3/ 12 , 则有

Ki =
bt3 ER2

4 a3 (8)

式中 b , t 分别为齿宽和齿厚.

根据上述分析结果 , 求出 Ki 后即可确定齿轮部

分的总刚度 Kt .

齿轮传动系统的总刚度为

KT =
1
Kj

+
1
Kt

(9)
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平面刚架 (梁) 单元杆端力向量公式推导

李书岐
(河北大学数学系 , 保定　071002)

摘要　本文通过位移法的转角位移方程 , 导出平面刚

架 (梁) 单元杆端力向量公式和单元刚度矩阵.

关键词　平面刚架 , 梁单元 , 杆端力

本文通过位移法的等截面直杆转角位移方程推导

出平面刚架 (梁) 单元杆端力向量公式

{ �F} = [ �k ]{ �Δ} + { �Ff } (1)

比目前一般结构矩阵分析教材讲法要方便、直观 , 学

生易于接受.

1　梁单元

图 1示梁单元受跨间荷载 , 并有转角 �φi , �φj (以

顺时针转向为正) , �Δij = �v i - �v j (图 2) (以使杆顺时

针转向为正) , 梁单元杆端力 �Q i , �Q j (以沿 �y 向为
正) , �M i , �M j (以顺时针转向为正) . (需要特别指出本

文 �Q j 与文 [1 ] 规定相差一负号) , 则等截面直杆 ij

的转角位移方程为

�Q i = -
6 EI

l2 �φi -
6 EI

l2 �φj +
12 EI

l3 �Δij + �Q i
f

�M i =
4 EI

l
�φi +

2 EI
l

�φj -
6 EI

l2 �Δij + �M i
f

�Q j =
6 EI

l2 �φi +
6 EI

l2 �φj -
12 EI

l3 �Δij + �Q j
f

�M j =
2 EI

l
�φi +

4 EI
l

�φj -
6 EI

l2 �Δij + �M i
f梁
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图 2

式 (2) 的第 3式与文献 [1 ] 相差一负号 , �Q f
j 规定沿

�y 正方向为正.

将 �Δij = �v i - �v j 代入 (2) 式得

�Q i =
12 EI

l3 �v i -
6 EI

l2 �φi -
12 EI

l3 �v j -

6 EI
l2 �φj + �Q i

f

�M i = -
6 EI

l2 �v i +
4 EI

l
�φi +

6 EI
l2 �v j +

2 EI
l

�φj + �M i
f

�Q j = -
12 EI

l3 �v i +
6 EI

l2 �φi +
12 EI

l3 �v j +

6 EI
l2 �φj + �Q j

f

�M j = -
6 EI

l2 �v i +
2 EI

l
�φi +

6 EI
l2 �v j +

4 EI
l

�φj + �M j
f一 般 　 　　 　　 　　 　　　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　 Q

　　 　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　

　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　 　　 　　　 　　 　　　 　　 　　 萚繮 　　 　　 　　 　　　 　　　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　　 　　　　　 　　　　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　 　　 　　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　　　 　　　　 　　　　　　 　　　　 　　　　 　　 　　 　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　 　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　 　

-
EA
l

0 0

0 -
12 EI

l3 -
6 EI

l2

0
6 EI

l2
2 EI

l

EA
l

0 0

0
12 EI

l3
6 EI

l2

0
6 EI

l2
4 EI

l
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