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　　孙焕纯, 1927 年 2 月出生, 大连理工大学工程力学系教授, 结构力

学博士导师、博士后流动站指导教师. 《应用数学与力学》、《计算结构力

学及其应用》、《大连理工大学学报》编委. 出版了 3 本专著 (合著) , 在

国内外学术刊物发表 100 余篇论文. 从事过弹性空间问题、平面多连通问

题、结构静动力弹塑性分析、非线性动力方程逐步积分法、自由2移动边

界问题的线性互补解法、数学物理方程解的虚边界元法等研究工作. 从

80 年代初期开始从事离散变量结构优化设计问题的研究, 内容包括截

面、形状、拓扑和布局等多层次的优化, 取得了一系列的研究成果并出版

了国际上第一本离散变量结构优化设计的专著.

　　摘要　本文指出离散变量结构优化设计的特点和难点, 回顾了它的发展, 论述了现有算法的分类、各

自的优缺点和解题规模, 介绍了它的研究方向和发展趋势.
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1　前　 言
按照设计变量性质, 结构优化设计可分为连续变量优化设计和离散变量优化设计. 离散变量

的值只能取某些符合一定条件的离散值, 例如钢筋混凝土结构构件的截面尺寸必须取满足模数
制的离散值; 钢结构构件的截面必须选自型钢的规格表或满足特定组合截面要求的离散值.

结构优化设计理论与方法的发展已 30 余年了, 迄至 1993 年的统计[4 ]已有专著 150 余部, 论
文 2500 余篇, 综述性文章 50 篇, 这些书和论文的绝大部分是关于连续变量优化设计的, 而关于
离散变量优化设计的国际性论文只有 100 多篇. 在连续变量结构优化设计中, 截面 (或尺寸) 优
化已趋成熟, 目前研究的重点是形状优化和拓扑优化. 与连续变量结构优化设计相比, 离散变量
结构优化设计发展缓慢, 截面 (或尺寸) 优化对稍大规模的问题尚缺少有效的方法, 至于形状优
化、拓扑优化和布局优化的研究则少得多, 而且都不够成熟. 国际上从 60 年代末期和 70 年代初

期, 开始了离散变量结构优化设计的研究, 我们从 80 年代才开始起步. 从文献来看, 我们虽然
起步较晚, 但在总结前人工作的基础上, 直接采用组合优化和分级处理的方法, 并做了若干发展,

取得了一系列的研究成果, 有些工作处于国际前沿. 如截面优化的相对差商算法、 (0, 1) 规划、
(0, 1, 2)规划模型以及相应的多种算法; 形状、拓扑和布局优化中的序列多重二级优化方法[11～ 13 ],

既避免了不同性质变量、不同性质约束 (局部约束与全局约束) 同时处理的困难, 又节省了计算
时间.

2　离散变量结构优化设计的特点和难点
离散变量优化设计最基本的特点就是其设计变量的离散性, 由此导致其数学模型中的目标

函数和约束函数的不连续性, 从而将连续变量优化的数学模型转化为不可微的、非凸规划模型, 可
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行域转化为可行集, 连续变量优化中的许多有效的解析数学算法和优越条件失去了意义, 如各种

梯度算法中的敏度分析法, K2T 条件等等, 因为对偶间隙无法估计, 从而各种对偶算法也大大地

失去了其有效性.

离散变量优化设计的难点在于:

(1) 解析的数学工具显得力所难及. 离散变量优化问题在数学上属于组合优化的范围, 即从

所有可能的组合中寻找最优解. 设问题的设计变量数为 n , 每一设计变量可取的离散值个数为m ,

则问题的组合个数为m
n. 表示一种算法计算量的时间复杂性函数 f (n) 有两类

f 1 (n) = 6
m

i= 1

ci n i, f 2 (n) = 6
m

i= 1

ei in

f 1 (n)称为多项式时间函数, f 2 (m )称为指数时间函数. 若在寻找最优解过程中搜索的组合个数无

法用确定的多项式表示, 则这种问题称为N P 困难问题. N P 困难问题的难度在于随着设计变量

个数的增加, 组合个数迅速增加[ 2, 3 ]. 设 n= 30, 搜索一个组合所需的时间是 1 Λs, 则有 f 1, 2 (n) = n
2

= 0. 0009 s, f 2, 2 (n) = 2n= 17. 9 m in , f 1, 3 (n) = n
3= 0. 27 s, f 2, 3= 3n= 6. 5 y , 可见对于大规模问

题指数时间算法所花的时间是巨大的, 以至无法承受.

(2) 形状优化主要是除截面变量外, 又增加了一类形状 (坐标) 变量. 同时处理两类不同性

质的变量不仅工作量大, 难度也大.

(3) 拓扑优化和形状优化一样, 除截面变量外, 又增加了拓扑 (结点间有、无杆件连接) 变

量. 除处理两类不同性质的变量的困难外, 还有杆件的删除, 特别是杆件的恢复策略, 如果只有

杆件的删除而无杆件的恢复策略, 常常得不到最优拓扑解.

(4) 布局优化, 有三类不同性质的变量 (截面、形状和拓扑) , 显然同时处理三类不同性质
的变量难度更大, 计算工作量也将大大增加.

(5) 结构类型优化, 这是最高层次的优化, 难度是最大的, 迄今未见到有关的文献.

3 离散变量结构优化设计的发展概况

由于受组合优化算法的指数时间的制约, 即使是截面优化这一最低层次的问题对稍大规模

的问题也还缺乏有效的方法. 常用的离散变量优化设计算法有 3 类:

(1) 精确算法. 这里的精确算法是指当数学规划模型是设计变量的显函数时可求得问题的全

局最优解的算法, 在结构优化设计中, 由于约束函数是设计变量的隐函数, 需采用一定的假设对
数学模型加以改造, 化为序列显函数规划模型采用迭代算法求解, 这样采用精确算法也无法保证

一定可求得原问题的最优解. 这类算法有枚举法、隐枚举法、Gom o ry 的割平面法, D ak in 的改
进的分支定界法和 (0, 1)规划的Balas 法、定界组合算法, 动态规划法等. 一般来讲这些算法都是

指数型算法, 对这类算法的评价标准是其计算效率.

结构优化设计中应用较多的精确算法是分支定界法. 分支定界法是用来求解线性规划问题

的, 而结构优化设计是一非线性规划问题, 因此, 不能直接用分支定界法来求解结构优化设计问
题, 一般需要对模型进行变换, 然后再进行求解. 例如, John 等人应用序列线性化方法和分支定

界法相结合进行离散变量桁架结构优化设计、Sala jegheh 和V anderp laa ts 应用分支定界法进行

离散尺寸和形状变量桁架结构优化设计等就是这方面应用的一些例子. 分支定界法的优点是可

以直接应用求解连续变量线性规划的算法, 而它的缺点是需要大量的存储空间且其计算工作量

是设计变量的指数函数, 因此, 分支定界法只可用来求解中、小规模的问题[ 5 ] (设计变量数 n= 20～

30). 我们提出了一种定界组合算法, 并将其应用于离散变量结构优化设计问题[ 7 ]. 该算法根据
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约束条件确定组合的下界, 根据目标条件确定组合的上界, 删除了大量的不可行组合和非最优组
合, 具有较高的计算效率. 动态规划法也很费时.

(2) 近似算法. 这类算法求得的不是精确最优解而是近似最优解, 但是该类算法可以保证近
似最优解与精确最优解的相对误差不超过某一固定的比值. 由于确定相对误差界非常困难, 所以

只有很少几个问题有近似算法, 如一维装箱问题首次适合的 (FF) 算法、 (0, 1) 规划的相对差
商算法等. 其中相对差商算法可以给出近似最优解的误差估计公式以及对于近似最优解的修正

算法, 当误差大于许用范围时, 可以进行 0 阶修正、1 阶修正⋯. 该算法的计算工作量为O (n) ,

0 阶修正的计算工作量为O (n) , 1 阶修正的计算工作量为O (n
2). 随机性能实验表明该算法的

计算精度是较高的. 应用本法求解不受问题规模的限制.

近似算法的优点是能够估计可行解与全局最优解或局部最优解的最大误差和减少计算时

间, 可解较大规模的问题. 如果最大误差在工程的许用范围之内, 则不失为一种实用的好方法,

当误差较大而又没有改进可行解的办法时, 就是这种算法的一个缺点; 如果误差虽较大, 但有改

进可行解的方法以减少其误差时, 那么这种算法就显示其优越性了.

(3) 启发式算法. 可以求得近似最优解. 但无法估计误差的算法都属该类算法. 因为启发式
算法的计算工作量较小, 可以用来求解大规模的问题, 因此这是在实际计算中应用较多的一类算
法. 对启发式算法的评价标准是近似最优解接近精确最优解的程度, 通常是通过对大量有精确最
优解的考题进行检验与统计分析而估计的. 对于实际问题, 无法得到所得解的实际误差是这类算

法的主要缺点.

离散变量结构优化设计的启发式算法可以分为两类:

第一类是组合算法. 这类算法只计算各个组合对应的目标函数值并检查其是否满足约束条
件, 通过对各个组合对应的目标函数值的比较, 选出最优解.

离散变量结构优化设计的 (0, 1) 规划法就是这类算法. 该法首先采用一定的算法将原优化
问题在设计许用集的某一子集上转化为 (0, 1) 规划问题, 然后求解, 根据此解继续修正许用子

集, 形成新的 (0, 1) 规划问题, 再求解, 直到收敛. 该法的优点是大大地缩减了原问题的许用
集合, 设原问题的许用集合中的元素为m , 设计变量为 n, 则将总组合数由m n 降为 2n , 大大地

减少了计算工作量. 其缺点是不能保证收敛于最优解, 但实践证明它能得到较好的可行解.

近些年来发展起来的遗传算法 (GA ) 也属于该类算法. 逼近全局最优解的性质是该法的优
点. 遗传算法也已应用于离散变量结构优化设计领域, 但在此领域中的致命缺点是结构重分析次
数太多 (超静定问题) , 就连对较小规模 (十几个变量)、离散集元素较少的截面优化问题, 一般

也需要上百次结构重分析, 对于规模较大、且离散集元素较多的问题, 则需要上千次重分析, 这
是无法承受的.

模拟退火法 (Sim u la ted A nnealing) 也是近年来发展的一种启发式算法. 它模拟固体退火过
程进行结构优化设计. 它与遗传算法一样, 结构重分析次数太多, 计算工作量太大.

第二类是附加离散性条件的连续变量优化设计方法.

连续优化解的圆整法是这类算法中最简单的情况, 其优点是可以利用比较成熟的连续变量
的优化方法, 其缺点是其解不是离散变量的最优解, 有时相差甚远.

Schm it 和 F leu ry 的对偶规划法, 其优点是可利用成熟的连续优化方法, 避免直接解原离散
变量优化问题, 其主要缺点是用对偶规划求解非凸规划问题, 必然存在对偶间隙, 难以求得原问

题的离散优化解. 类似的方法还有离散罚函数法、离散复形法、离散梯度或整数梯度法等.

T em p lem an 和 Yates[ 6 ]于 1983 年将桁架离散变量截面优化问题化为以每根杆的多节单元的
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长度为设计变量的连续变量线性规划问题 (每根杆的单元数等于许用离散集元素数) , 求得了各

单元长度的最优值后再反过来确定整根杆件的截面. 该法的优点是降低了求解的难度; 缺点是当

离散集较多时, 设计变量数按照许用离散集元素的个数的倍数增长, 而且只适用于常内力单元,

又不能处理变量连接问题. 隋允康于 1987 年采用了长度的无量纲化设计变量解决了变量连接问

题, 并采用两节无限小单元的无穷组合将该法推广到变内力有限元的离散变量优化中.

Cho i 等人于 1991 年提出了两级优化法, 即单元级的满应力优化和结构级的满位移优化法.

两级优化分别独立地进行, 先进行满应力优化, 然后检查位移约束, 如违反位移约束则进行满位

移优化, 增大对减少位移贡献最大的杆件直到位移约束满足为止. 该法基本上属于准则法, 而且

两级优化之间缺乏协调, 无法保证得到的是最优解.

采用以往的启发式算法无法判断优化结果是否为局部最优解, 文 [1 ] (p. 197～ p. 201) 建

立了离散变量结构优化设计的 (0, 1, 2) 规划模型, 提出了求解 (0, 1, 2) 规划问题的二级定

界组合算法. 为求离散变量结构优化设计的局部最优解提供了一种高效算法.

对于结构形状、拓扑和布局等更高层次的离散变量结构优化设计问题, 国内外虽有研究论文

发表, 但都受到离散变量截面优化这一最低层次的优化方法的限制, 所以进展不大. 这是一个总

的情况. 根据所查到的文献看来, 至今尚未见到有效的算法, 请参阅文献 [1, 5 ].

我们对离散变量桁架结构、刚架结构形状、拓扑及布局优化问题进行了研究, 分别提出了离

散变量结构形状优化的序列二重二级优化方法、拓扑优化的序列二重二级优化方法和布局优化

的序列三重二级优化方法, 通过数值计算检验基本上是成功的. 但布局优化设计的内容更为广泛

些, 例如大型结构的支承位置和数量的设置也是一种布局优化, 目前还未见到有关的方法.

4 离散变量结构优化设计发展展望

离散变量结构优化设计在工程实际中具有极大的应用前景, 这是一个内容广泛、值得深入研

究的领域. 目前和今后相当长的一段时间内研究的前沿方向应当是:

(1) 寻求组合优化问题的高效解法. 由组合优化问题的数学理论来看, 对大规模的问题, 求

精确最优解几乎是不可能的. 对结构优化设计问题来说, 除了静定问题以外, 由于约束函数是设

计变量的隐函数, 在采用一定的假设化为序列显函数规划模型并采用迭代算法求解后, 即使求得

了每一显函数规划模型的精确最优解也无法保证一定可求得原问题的最优解. 因此, 目前和今后

相当长的一段时间内研究的前沿方向之一是寻求多项式时间的高效近似算法以节省计算时间,

既可估计所得解的误差, 需要时又可以继续修正以提高解的精度.

(2) 寻求高效的启发式算法, 通过大量的考题和随机数值实验, 证明其收敛快且具有较高的

精度.

(3) 寻求结构类型优化方法, 这是结构优化设计的最高层次, 也是最难的课题, 看来只有依

靠结构优化设计与专家系统的结合来解决了. 这是一个相当长远的研究方向.
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当然边界点方法是新生的, 既有突出的优点, 也会伴生某些问题, 它的成长必将历经由简入

繁, 由易及难, 由特殊到一般, 由不完整到逐步成熟的全过程. 可以预期边界点方法这颗嫩芽必

将茁壮成长, 而根深叶茂、百花吐艳的盛景终究会出现.
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