
　　由式 (7) 求得的 n 值取 n = ±2 的范围代入式

(6) 求得最小的临界压力 p cr值. 表 1为公式 (6) 计算

值与实验值的对比, 计算时 n 取 4. 长度单位为mm ,

由此可见公式 (6) 对于千斤顶内筒的特定的径比和长

径比范围内的精车圆筒的失稳计算有一定的可靠性.

图 2 为破坏试验的典型曲线, 试验圆筒的材料为

40C r, 经调质处理, 用棒料精车制成. 径比范围 1. 16

～ 1. 41, 长径比 4～ 6. 图 2 (a) 中显示了失稳现象, 图

2 (b) 则可看到弹塑性变形的情况.

4　结　论

(1)对空心千斤顶的内筒, 如径比小于 1. 3时必须

考虑失稳问题, 破坏压力的计算按公式 (6).

(2) 对径比在 1. 3～ 1. 4之间的圆筒, 破坏压力可

按塑性失效计算, 即按公式 (5) 计算.

表 1　圆筒的临界压力 (M Pa)

试件 1 2 3

径比 1. 16 1. 18 1. 20

长度 130 130 130

计算值 75. 0 103. 0 127. 0

实验值 64. 0 91. 0 124. 0
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单 柔 性 机 械 臂 的 逆 动 力 学 分 析1)
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摘要　本文以单柔性机械臂为例, 提出一种解决在柔

性机械臂逆动力学的研究中, 若不计连杆挠度引起的

纵向变形, 则存在所谓的负刚度问题, 从而导致逆动力

学解的不稳定问题的方法, 并通过与文献 [1 ] 方法的

比较, 证明了该方法的有效性.

关键词　单柔性机械臂, 逆动力学, 负刚度

1　理论分析

柔性机械臂采用Bernou lli2Euler简支梁模型. 精

确的离散化动力学方程为
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1
3

M L 2+
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n
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　　M 6
n

qf qαf Η
·
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n

(- 1) n+ 1M L
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(1)

qβf + Ξ2
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·
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nΠΗβ= 2nΠ

M L
·Σ ( t)

(2)

式中, M 为柔性臂质量, m 为臂端集中质量, L 为臂

长; qf 为机械臂的弹性变形, Η、Η
·

、Η
¨

为柔性臂刚性转

动变量; Ξn 为简支梁的固有频率, Σ ( t) 为柔性臂的驱

动力矩, n 为模态阶数.

柔性机械臂逆动力学就是要在给定刚性运动的情

况,确定所需的驱动力矩,从而使端点运动能跟踪给定

的运动. 由于柔性机械臂动力学方程中的弹性变形也

是未知的, 因此方程 (1)、 (2) 是一个闭环反馈系统,

并且这是个自激系统.

考虑完全的或理想的逆动力学, 即将 (1) 式代入

(2) 式, 得到关于弹性变量 qf 的方程, 取 n= 1

　qβf - Ξ2
n- Η
·

2 qf +
2Π
L

Η
·

qf qαf +
Π
L

Ηβq2
f =

　 2L
Π -

2ΠmL
M

-
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3 Ηβ (3)

该方程除非线性外, 还具有负刚度 (Ξ2
n> Ηα2) , 因此其

解是不稳定的. 文献 [1 ] 给出了一种逆动力学求解的
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近似方法, 即给定刚性变量后, 在方程 (1) 中令弹性

变量为零, 得到驱动力矩 Σ0 ( t) ; 然后将其做为力矩初

值代入方程 (2) , 求出弹性变量; 最后将求得的弹性变

量及给定的刚性运动变量一同代入方程 (1) ,即可求得

驱动力矩 Σ ( t). 如果有必要可进一步迭代, 直至满足

精度要求. 但这种方法对端点运动的类型有较强的限

制, 并且力矩的修正值很大, 迭代过程很可能不稳定.

从实用角度看, 为了解决负刚度问题, 本文认为, 可以

在方程 (1)、(2) 中消去弹性变形二次项. 这样做既在

驱动力矩的初值中考虑了弹性变形的影响, 又消除了

可能造成迭代结果发散的因素, 并且力矩的修正量级

是很小的. 因为从弹性变量的特点来看, qf 本身很小,

qαf 特别是 qβf 很大, 远大于其他动力学变量. 若将含有

qβf 这样的高频成份的驱动力矩加到系统上去, 势必导

致轨迹跟踪的很大差异, 也就是说整个迭代过程很可

能是发散的. 下面通过数值仿真来证明本文提出的方

法的有效性.

2　数值分析

在方程 (1)、(2)中取二阶模态, 基本参数为: L =

0. 909 m , E I = 46. 57 N·m 2, M = 1. 3 kg, m = 0;给定

运动变量 Ηα( t) = Ηαm (1 - e- töT ) , 0 Φ t Φ 1, Ηα( t) =

Ηαm e
(1- t) öT , t> 1. 其中 Ηαm = 1. 3 radös, T = 0. 03 s.

图 1是由文献 [1 ] 的方法算得的修正力矩, 图 2

是由本文方法算得的修正力矩, 显然图 2的结果是正

常或是合理的. 图 3及图 4分别是将文献 [1 ] 的方法

和本文方法算得的驱动力矩代入动力学方程后得到的

柔性臂的刚性转动变量与给定运动的比较, 从而可看

图 1

出轨迹跟踪的效果. 图 3、图 4中曲线上标①表示给定

的运动量; 上标②表示由文献 [1 ]的方法算得的结果;

上标③是由本文提出的方法算得的结果. 由于刚性臂

和柔性臂在基本参数和驱动力矩相同的情况下, 其端

点运动很接近[2 ]. 由此可认为图 4的结果更符合实际,

也就是说采用去掉弹性变量二次导数的方法, 能使柔

性机械臂逆动力学的解更趋稳定.

图 2

图 3

图 4
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