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连续时间 Hopfield 网络模型数值实现分析
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Abstract: The choices of discrete time step for Euler method and trapezoidal method and terminating condition of 
iteration in trapezoidal method are discussed in this paper for numerical implementation of continuous time 
Hopfield network. The decreasing conditions of an energy function are investigated by the use of convex function. 
By utilization of the primal convex function, the conditions are analyzed under which its conjugate function minus a 
quadratic function is also convex. Based on the analysis of the proof for convergence of the continuous time 
Hopfield network model, a generalized model is proposed. For the common Euler and trapezoidal methods, the 
choice of their discrete time step is discussed for numerical implementation of the continuous time Hopfield 
network. As the trapezoidal method is an implicit scheme, its realization needs an iterated procedure. The conditions 
to terminate the iterated procedure are analyzed. According to the special forms of the continuous time Hopfield 
network model, an improved iterated algorithm for trapezoidal method is proposed and analyzed. The numerical 
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results show that choosing a suitably large discrete time step will be helpful not only to accelerate the numerical 
implementation but also to improve the optimization performance. 
Key words: convex function; Hopfield network; numerical implementation; Euler method; trapezoidal method 

摘  要: 讨论使用 Euler 方法和梯形方法在数值求解连续时间的 Hopfield 网络模型时,离散时间步长的选择和迭

代停止条件问题.利用凸函数的定义研究了能量函数下降的条件,根据凸函数的性质分析它的共轭函数减去二次函

数之差仍为凸函数的条件.分析连续时间 Hopfield 网络模型的收敛性证明,提出了一个广义的连续时间 Hopfield 网

络模型.对于常用的 Euler 方法和梯形方法数值求数值实现连续时间 Hopfield 网络,讨论了离散时间步长的选择.由
于梯形方法为隐式方法,分析了它的迭代求算法的停止条件.根据连续时间 Hopfield 网络的特点,提出改进的迭代算

法,并对其进行了分析.数值实验的结果表明,较大的离散时间步长不仅加速了数值实现,而且有利于提高优化性能. 
关键词: 凸函数;Hopfield 网络;数值实现;Euler 方法;梯形方法 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

神经网络系统研究的重要意义已为许多科学家所承认,将它看成智能信息处理发展的一个主流方向.20 世

纪 80 年代中期以来,神经网络重新引起了许多科技工作者的兴趣,形成近代非线性科学和计算智能研究的主要

内容之一.特别是神经网络经历了近 20 年的迅速发展,它的独特知识表示结构和信息处理的原则,使其在许多

应用领域中取得了显著效果[1],能够为解决一些传统计算机极难求解的问题提供满意解或者为寻求满意解提

供全新的思路. 
连续时间的 Hopfield 网络(continuous time Hopfield network,简称 CTHN)一般用于求解优化问题,包括非线

性规划和离散的组合优化问题.原则上,CTHN 都应该使用硬件实现,以充分体现神经网络运行的并行性和计算

的分布式处理特点.但是,从已有的研究和实现结果来看,大多采用软件数值模拟[2]实现.这主要有两个方面的原

因,首先,硬件实现受目前现有条件的限制;其次,利用数值模拟实现可以得到新的求解问题的算法.因此,研究

CTHN 的离散化显得特别有意义.在讨论 CTHN 的离散化时,我们必须注意到这样一个事实,当 CTHN 模型用于

优化计算时,我们仅需要网络演化的 终状态,而不关心详细的状态演化轨迹.这一点非常重要,它使得我们可

以取得较大的时间步长,而不担心数值模拟的中间结果是否接近一条状态演化轨迹.这是 CTHN 离散化研究和

一般的常微分方程组数值求解的 根本的区别,这也从一个侧面说明,已有的常微分方程组数值求解理论不适

合 CTHN 离散化研究的原因,同时也是本文的研究有意义的一个现实背景.在 CTHN 的离散化实现中,常用的是

Euler 方法[3]和梯形[2]方法.在这两种方法中,关于时间步长的选取目前尚没有理论指导和分析,在具体实现中总

是取不同的离散时间步长进行实验.时间步长的选择成为一个公开的理论问题.本文利用凸优化理论讨论和分

析了 CTHN 的离散化方法的时间步长的选择.所得结果可以用于指导选择 CTHN 的离散化方法中时间步长的

选择.对 CTHN 进行离散化后,我们就得到了离散时间的 Hopfield 网络(discrete time Hopfield network,简称

DTHN)模型[3],当离散时间步长取为 1 时,这时我们得到标准的 DTHN 模型,因此本文的结论可用于标准的

DTHN 收敛性分析. 
本文是这样安排的.考虑到优化理论是 CTHN 离散化分析的基础,所以我们首先简单介绍了凸函数的定义

和性质 [4],其中着重介绍了次梯度和广义梯度以及凸函数的共轭函数的定义和性质 .其次 ,我们简单介绍了

CTHN 的定义和在此基础上的广义的 CTHN 模型.设计了 CTHN 的两种离散化方法:Euler 方法和梯形方法.当
然还有其他离散化方法,但是由文献[2]中的数值实验结果我们知道,高阶方法并不适合 CTHN 的求解,因此,在
本文中我们仅仅局限于讨论这两种 CTHN 的离散化方法.利用凸优化理论讨论和分析了 CTHN 的离散化方法

的时间步长的选择,用数值实验研究了具体的实现过程, 后给出了结论. 

1   凸优化理论 

为了后面的讨论方便,首先引入凸函数的定义和性质,它们都可以在文献[4]中找到,所以我们省略所有的证
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明.对于 f(⋅)为 Rn→(−∞,∞]的凸函数,记 P(f )={(x,α): x∈Rn,α∈R,f (x)≤α}和 ED(f )={x:x∈Rn,f (x)<+∞}. 
我们说,f(⋅)为正常凸函数,如果它无处取−∞且不恒等于+∞. 
定义凸函数 f(⋅)支撑集如下: 

L(f )={(a,b):a∈Rn,b∈R,∀x∈Rn 有 aTx−b≤f (x)}. 
同时定义它的闭为 

cl f(x)=sup(a,b)∈L(f ){aTx−b}. 
f(⋅)为闭凸函数的条件为 

cl f(x)=f(x). 
本文讨论的凸函数都是闭凸函数,这里不再一一注明. 
定义 1.1. 若凸函数 f(⋅)在 x 处 f(x)<+∞,定义 f(⋅)在 x 处的次梯度: 

 ξ∈∂f (x)⇔对任给 y 有 f(y)≥f (x)+ξT(y−x) (1) 
特别地,若 f(x)在点 x 可微,则次梯度∂f(x)仅包含梯度∇f(x),这时我们又将它看为一个向量.  

性质 1.1. ∂f(x)为一个闭的凸集.  
定义 1.2. 设 f(x)为 Rn→(−∞,+∞]的凸函数,定义 f(x)的共轭函数如下: 

 f *(ξ)= {x
nR∈x

max Tξ−f(x)} (2) 

性质 1.2. 设 f(x)为 Rn→(−∞,+∞]的凸函数,则共轭函数 f*也是凸函数,且 P(f*)=L(f ),此外 
 f**=cl(f ).  

性质 1.3. 设 f(x)为 Rn 上的凸函数,则ξ∈∂f(x)的充要条件为 f*(ξ)=ξTx−f(x).  
性质 1.4. 设 f(x)为 Rn 上的凸函数,若ξ∈∂f(x),则 x∈∂f*(ξ).若 x∈∂f*(ξ)且 f(x)在 x 点是闭的,则ξ∈∂f(x).  
定义 1.3. 设||⋅||是定义在 Rn 上的范数.若 f(x)在 x 附近是 Lipschitz 的,即|f(x)−f(y)|≤K⋅||x−y||,则对任何 d∈Rn,

定义 f(x)在 x 处沿方向 d 的广义方向导数为 

 f °(x,d)=
t

yftyf
t

)()(suplim
0

−+
↓→

d
xy

.  

定义 1.4. 若 f(x)在 x 附近是 Lipschitz 的,则我们称集合{ξ∈X*:f °(x,d)≥ξTd,∀d∈Rn}是函数 f(x)在点 x 的广

义梯度,记为∂f(x).  
函数 f(x)的广义梯度和次梯度在 f(x)为凸函数是吻合的,这也是我们用同一记号的理由. 
为了简便起见,在∂f(x)以后的使用中,有时我们用它表示次梯度中的任意一个向量. 
引理 1.1(广义梯度或次梯度的基本性质). 
1) 若 f(x)是凸函数,g(x)在 x 附近可微,则有∂f(x)+∇g(x)⊂∂(f+g)(x); 
2) 若 f(x),g(x)是凸集Ω上的凸函数且存在点 x0∈Ω使得它们中的一个在 x0 处连续,则 

∂f(x)+∂g(x)⊂∂(f+g)(x). 
证明:参见文献[4].  
这些关于凸函数的基本定义和性质,也可参见文献[4]. 
定理 1.1. 设 h(x)=xTAx,E(x)=f(x)−g(x),其中,A为对称矩阵,f(x),g(x)+h(x)和 f(x)−h(x)都为凸集Ω上的凸函数.

对任给向量 x∈Ω取ξ∈∂g(x),若 y∈Ω使得ξ∈∂f(y),则 E(y)≤E(x).特别地,若 g(x)+h(x)或 f(x)−h(x)有一个为严格凸函

数,且 x≠y,则 E(y)<E(x). 
证明:由于 g(x)+h(x)为凸函数,由次梯度的定义有 

g(y)+h(y)≥g(x)+h(x)+(y−x)T∂(g+h)(x). 
因为 h(x)为可微,同时考虑到引理 1.1 的 1),即∂g(x)+∇h(x)⊂∂(g+h)(x),从而有 
 g(y)−g(x)≥h(x)−h(y)+(y−x)T∇h(x)+(y−x)Tξ (3) 
同样,由于 f(x)−h(x)为凸函数,由次梯度的定义有 

f(x)−h(x)≥f(y)−h(y)+(x−y)T∂(f−h)(y). 
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因为 h(x)为可微,同时考虑到引理 1.1 的 2),∂f(y)−∇h(y)⊂∂(f−h)(y),从而有 
 f(x)−f(y)≥h(x)−h(y)−(x−y)T∇h(y)+(x−y)Tξ (4) 

由式(3)和式(4),有 E(x)−E(y)≥2[h(x)−h(y)−(x−y)T(∇h(x)+∇h(y))/2]=0. 
由此可证明 E(y)≤E(x).若 g(x)+h(x)或 f(x)−h(x)有一个为严格凸函数,并且 x≠y,则式(3)或式(4)成为严格不等

式,从而 E(y)<E(x)成立. □ 
若次梯度仅是近似,则上述定理并不能直接应用.但我们有如下的定理: 
定理 1.2. 设 E(x)=f(x)−g(x),其中 f(x)为凸集Ω上的凸函数,g(x)为凸集Ω上局部 Lipschitz 连续函数,存在

hi(x)=xTAix,i=1,2,使得 f(x)−h1(x)和 g(x)+h2(x)都为凸函数且其中至少有一个为严格凸函数,h(x)=h1(x)−h2(x).对
任给向量 x∈Ω取ξ∈∂g(x),若 y∈Ω使得η∈∂f(y),满足 h(y−x)+(η−ξ)T(y−x)≥0,则 E(y)<E(x). 

证明:由题设,类似定理 1.1 的证明过程可以得到 E(x)−E(y)>h(y−x)+(η−ξ)T(y−x)≥0. □ 
在神经元模型中常用的输出方程为 yi=ϕ(ui),其中 ui 为神经元的净输入,而 yi 为输出,激活函数ϕ(⋅)为单调不

减的连续函数.这时定义 ,因为ϕ(⋅)为连续函数,所以Φ(x)为闭凸函数.在本文中,我们讨论的Φ(x)

和Φ
∫=

x
ssx

 

0 
d)()( ϕΦ

*(ξ)都为正常闭凸函数. 

引理 1.2. 设ϕ(x)为连续单调非减的一元函数,k=
xy

xy
yx −

−
≠

)()( ϕϕsup <+∞,令 ,则∫=
x

ssx
 

0 
d)()( ϕΦ )(

2
2 xxk Φ− 为凸

函数. 
证明:由凸函数的定义直接验证即可. □ 
下面研究共轭函数的性质,这个关于凸共轭函数的性质是很有用的,它是我们分析 CTHN 的离散化的基础. 
定理 1.3. 设 f(x)为 Rn→(−∞,+∞)的闭凸函数,f*(ξ)为 Rn→(−∞,+∞]的闭凸函数,设 ED(f*)={ξ: f*(ξ)<+∞, 

ξ∈Rn}=Ω为 Rn的凸集,矩阵 A 为正定对称矩阵.那么, Axxx Tf
2
1)( − 为凸函数的充要条件是 )(*

2
1 1 ξξξ fT −−A 为

在Ω内的凸函数. 
证明:参见文献[6]中推论 1. □ 
定理 1.1~定理 1.3 和引理 1.2 是我们第 2 节需要应用的理论基础.这些结论在已有的有关凸函数的文献中

未见报道,所以我们给出了它们的详细说明. 

2   连续时间 Hopfield 模型的离散化分析 

Hopfield 网络(模型)包含一组神经元和一组相应的单位延迟,构成了一个多回路反馈系统.在标准的 CTHN
中,神经元之间的连接权值矩阵 W 是对称的,它的运行方程如下: 

 Njtvwtvtv
t

N

i
iijijj ,,2,1,))(()()(

d
d

1
K=+−= ∑

=

ϕ  (5) 

我们假定:每个神经元有它自己的非线性单调不减的连续激活函数,因此在式(5)中使用ϕi(·).基于此,我们将

每个神经元的不同偏置包含在激活函数之中,从而在表达式(5)中没有明显地表示它们.我们定义 n 元函数为

,从而定义标准 CTHN 的能量(lyapunov)函数定义为 ∑∫
=

=
n

i

x
i

i ss
1

 

0 
d)()( ϕΦ x

 E(x)=Φ*(x) ∑∑
= =

−
N

i

N

j
jiji xxw

1 12
1  (6) 

可以证明结论:能量函数 E 是连续 Hopfield 模型的 Lyapunov 函数.根据 Lyapunov 稳定性理论,CTHN 模型

是稳定的.同时,Hopfield 网络的能量函数 E 是时间的单调减函数.因此,Hopfield 网络是全局渐近稳定的;吸引子

固定点是能量函数的局部 小值. 

2.1   广义的连续Hopfield网络模型 

根据连续 Hopfeild 网络模型的收敛性分析,可以重新改写连续 Hopfield 网络模型的描述方程(5)如下: 

 )(
d
d xv

x E
t

−∇=  (7) 
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 )(vx vΦ∇=  (8) 

其中Φ(v)为连续可微凸函数.E(x)为连续可微的能量函数. 
下面,我们分别讨论利用 Euler 方法和梯形方法对标准 CTHN 和广义 CTHN 进行离散化时离散时间步长的

选择. 

2.2   Euler方法对连续Hopfield网络模型的离散化分析 

利用定理 1.1,我们来分析在连续 Hopfield 网络模型的离散化过程中,时间步长 h 的选择问题.通过 Euler 方
法对连续时间 Hopfield 网络模型进行离散化,可以得到离散时间的 Hopfield 模型如下: 
 v(t+1)=v(t)−h∇xE(x(t)) (9) 
 x(t+1)=∇vΦ(v(t+1)) (10) 

在 CTHN 网络的离散化过程中,需要讨论的就是离散时间步长 h 的选择问题. 
定 理 2.1. 对 于 由 式 (7) 和 式 (8) 描 述 的 广 义 CTHN 模 型 , 设 存 在 二 次 函 数 H(x)=xTAx, 使 得

Φ*(x)−H(x),2⋅H(x)−hE(x)都为凸函数且其中一个为严格凸函数,其中 A 为对称矩阵.进一步地,我们假定 x(t)为有

界的,则由式(9)和式(10)定义的 DTHN 收敛. 
证明 : 在定理 1.1 中 , 我们取 f(x)=Φ*(x),g(x)=Φ*(x)−hE(x), 由题设存在二次函数 H(x)=xTAx, 使得

f(x)−H(x),g(x)+H(x)都为凸函数且其中一个为严格凸函数,其中 A 为对称矩阵,根据定理 1.1 的结论,则由式(9)和
式(10)定义的 DTHN 模型的状态对于能量函数 hE(x)单调下降.进一步地,我们假定 x(t)为有界的,则由式(9)和式

(10)定义的 DTHN 收敛. □ 
定理 2.2. 对于由式(5)描述的标准 CTHN,设神经元 i 的激活函数 )(⋅iϕ 为连续单调非减的一元函数 , 

ki =
xy

xy ii

yx −
−

≠

)()(sup ϕϕ ,记 K=diag[k1,k2,…,kn],若(2−h)⋅K−1+h⋅W 为正定矩阵,进一步地,我们假定 x(t)为有界的,则标

准 CTHN 模型的 Euler 方法离散化模型收敛. 

证明:我们定义 n 元函数为 ,根据矩阵 K 的定义和引理 1.2,∑∫
=

=
n

i

x
i

i ss
1

 

0 
d)()( ϕΦ x KxxT

2
1

−Φ(x)为凸函数,从而

由定理 1.3 的结论可得Φ*(x)− xKx 1

2
1 −T 为凸函数.此时,E(x)=Φ*(x)− WxxT

2
1 .所以,在定理 1.1 中取 f(x)=Φ*(x), 

H(x)= xKx 1

2
1 −T ,g(x)=(1−h)Φ*(x)+ WxxTh

2
.由题设(2−h)⋅K−1+h⋅W 为正定矩阵,此时 g(x)+H(x)为凸函数.由定理

2.1 的结果,由式(6)描述的能量函数 E(x)单调下降.由于假定 x(t)为有界的,我们可得定理结论. □ 
在定理 2.1 和定理 2.2 中,令 h=1,则它们的条件就是文献[5]中离散时间连续状态 Hopfield 网络并行收敛的

条件. 

2.3   梯形方法对连续Hopfield网络模型的离散化分析 

对由式(7)和式 (8)描述的 CTHN 模型 ,如果我们利用梯形方法进行离散化 ,可以得到如下的离散时间

Hopfield 模型: 
 v(t+1)=v(t)−h(∇xE(x(t))+∇xE(x(t+1))/2 (11) 
 x(t+1)=∇vΦ(v(t+1)) (12) 

在对于梯形方法进行离散化过程的研究中,我们首先讨论离散时间步长 h 的选择问题. 
定理 2.3. 如果存在二次函数 Hi(x)=xTAix,i=1,2,3,使得Φ*(x)−H1(x),H2(x)−E(x),E(x)+H3(x)都为凸函数且其

中一个为严格凸函数,其中 Ai 为对称矩阵.选择离散化时间步长 h 使得函数 4H1(x)−h⋅(H2(x)+H3(x))为凸函数,进
一步地,我们假定 x(t)为有界的,则由式(11)和式(12)定义的梯形方法收敛. 

证 明 : 在 定 理 1.1 中 , 我 们 取 f(x)=Φ*(x)+h⋅E(x)/2,g(x)=Φ*(x)−h⋅E(x)/2, 由 题 设 存 在 二 次 函 数

H(x)=xTA1x−h⋅H2(x)/2,使得 f(x)−H(x),g(x)+H(x)都为凸函数且其中一个为严格凸函数,其中 A 为对称矩阵.根据

定理 1.1 的结论,则由式(11)和式(12)定义的 DTHN 模型的状态对于能量函数 E(x)单调下降.同时,我们假定 x(t)
为有界的,则由式(11)和式(12)定义的 DTHN 收敛. □ 
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定理 2.4. 对于由式(5)描述的标准的 CTHN 模型,设神经元 i 的激活函数 )(⋅iϕ 为连续单调非减的一元函数, 

ki = xy
xy ii

yx −
−

≠

)()(sup ϕϕ ,记K=diag[k1,k2,…,kn],则对任意步长 h,由式(11)和式(12)描述的CTHN模型的梯形方法离散

化模型收敛. 

证明:我们定义 n 元函数为 ,根据矩阵 K 的定义和引理 1.2,∑∫
=

=
n

i

x
i

i ss
1

 

0 
d)()( ϕΦ x KxxT

2
1

−Φ(x)为凸函数,从而

由定理 1.3 的结论可得Φ*(x)− xKx 1

2
1 −T 为凸函数 .此时 ,E(x)=Φ*(x)− WxxT

2
1 .在定理 1.1 中取 f(x)= 

(1+
2
h )⋅Φ*(x)− WxxTh

4
,H(x)= xKx 1)

4
−⋅ Th

2
1( + − WxxTh

4
,g(x)=(1−

2
h )⋅Φ*(x)+ WxxTh

4
.显然,对于任意的时间步

长 h,f(x)−H(x)为凸函数,g(x)+H(x)为严格凸函数.由定理 1.1 的结果,我们可得结论. □ 

2.4   梯形方法的迭代公式收敛条件 

由式(11)和式(12)描述的梯形方法为隐式的,可用迭代法求解.梯形方法所用的迭代公式为 
 v0(t+1)=v(t)−h∇xE(x(t)) (13) 
 x0(t+1)=∇vΦ(v0(t+1)) (14) 
 vk+1(t+1)=v(t)−h(∇xE(x(t))+∇xE(xk(t+1)))/2 (15) 
 xk+1(t+1)=∇vΦ(vk+1(t+1)), (16) 

k=0,1,2,… 
这个迭代过程我们从理论上需要一直进行到收敛为止.实际上,由于我们仅需得到 x(t+1)的一个估计,从而

式(13)所示的迭代过程只需迭代几次,使得能量函数 E(x)在 x(t+1)估计值 x′(t+1)处的取值 E(x′(t+1))小于 E(x(t))
即可.这时我们需要讨论如何控制迭代次数的问题.下面我们将利用定理 1.2 的结果进行深入分析,得到初步的

结果. 
定理 2.5. 如果存在二次函数 Hi(x)=xTAix/2,i=1,2,3,使得Φ*(x)−H1(x),H2(x)−E(x),E(x)+H3(x)都为凸函数且

其中一个为严格凸函数,其中 Ai 为对称矩阵. 
① 对给定离散化时间步长 h,令 H(x)=2⋅H1(x)−h⋅(H2(x)+H3(x)),在时刻 t,迭代公式(13)~(16)的停止条件为 

 h⋅(vk+1(t+1)−vk(t+1))T(xk(t+1)−x(t))+H(xk(t+1)−x(t))≥0 (17) 
此时,置 x(t+1)=xk(t+1)我们有 E(x(t+1))<E(x(t)). 

② 若 H1(x)−h⋅H2(x)/2 为正定二次函数,迭代公式 (13)~(16)收敛.此时当 H(x)为正定二次函数,式(17)可在

有限步内达到. 
证明 : ①  在 定理 1.2 中 , 我们取 f(x)=Φ*(x)+h⋅E(x)/2,g(x)=Φ*(x)−h⋅E(x)/2, 由题设 存在二次 函 数

G1(x)=H1(x)−h⋅H3(x)/2,G2(x)=h⋅H2(x)/2−H1(x)使得 f(x)−G1(x),g(x)+G2(x)都为凸函数且其中一个为严格凸函数. 
这时 H(x)=G1(x)−G2(x).根据式(16)我们可得 

∇xf(xk(t+1))=∇xΦ*(xk(t+1))+h⋅∇xE(xk(t+1))/2=vk(t+1))+h⋅∇xE(xk(t+1))/2 
 =v(t)−h⋅(∇xE(x(t))+∇xE(xk−1(t+1))/2+h⋅∇xE(xk(t+1))/2 (18) 
 ∇xg(x(t))=∇xΦ*(x(t))−h⋅∇xE(x(t))/2=v(t)−h⋅∇xE(x(t))/2 (19) 
根据定理 1.2,这时 E(xk(t+1))<E(x(t))成立的条件为 
 (∇xf(xk(t+1))−∇xg(x(t)))T(xk(t+1)−x(t))+H(xk(t+1)−x(t))≥0 (20) 
将式(18)和式(19)代入式(20)可得 

h⋅(∇xE(xk(t+1))−∇xE(xk−1(t+1))T(xk(t+1)−x(t))/2+H(xk(t+1)−x(t))≥0. 
根据式(16)可得 

∇xE(xk(t+1))−∇xE(xk−1(t+1)=vk+1(t+1)−vk(t+1), 
由此可得式(17). 

② 在定理 1.1 中,我们取 f(x)=Φ*(x),g(x)=xT[v(t)−h∇xE(x(t))/2]−h⋅E(x)/2.此时 f(x)−H1(x)为凸函数.由假设,
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当H1(x)−h⋅H2(x)/2为正定二次函数时,g(x)+H1(x)也为凸函数,注意在 g(x)的表达式中,v(t)−h∇xE(x(t))/2为常数向

量.由定理 1.1 的结论,我们知道,迭代公式(15)收敛.设 vk(t+1)→v(t+1),则有 
vk+1(t+1)−vk(t+1)→0.H(xk(t+1)−x(t))→ H(x(t+1)−x(t)), 

由题设 H(x(t+1)−x(t))>0,从而停止条件(17)在有限步内一定能达到. □ 
定理 2.6. 对于由式(5)描述的标准的 CTHN 模型,设神经元 i 的激活函数 )(⋅iϕ 为连续单调非减的一元函数, 

ki = xy
xy ii

yx −
−

≠

)()(sup ϕϕ ,记对角矩阵 K=diag[k1,k2,…,kn]. 

① 对给定离散化时间步长 h,令 H(x)=xTK−1x,在时刻 t,迭代公式(13)~(16)的停止条件为 
h⋅(vk+1(t+1)−vk(t+ 1))T(xk(t+1)−x(t))+H(xk(t+1)−x(t))>0. 

此时,置 x(t+1)=xk(t+1),我们有 E(x(t+1))<E(x(t)). 
② 当(2−h)⋅K−1+h⋅W 为正定矩阵时,迭代公式(13)~(16)收敛.此时,式(17)可在有限步内达到. 

证明:① 我们定义 n 元函数为 ,根据矩阵 K 的定义和引理 1.2,∑∫
=

=
n

i

x
i

i ss
1

 

0 
d)()( ϕΦ x KxxT

2
1

−Φ(x)为凸函数,

从而由定理 1.3 的结论可得Φ*(x)− xKx 1

2
1 −T 为凸函数.在定理 1.2 中取 

f(x)=(1+
2
h )⋅Φ*(x)− WxxTh

4
,H1(x)= xKx 1)

42
1( −⋅+ Th

− WxxTh
4

, 

g(x)=(1−
2
h )⋅Φ*(x)+ WxxTh

4
,H2(x)= xKx 1)

42
1( −⋅− Th

− WxxTh
4

. 

显然 ,f(x)−H1(x),g(x)−H2(x)为凸函数 .此时 H(x)=xTK−1x=H1(x)−H2(x).根据定理 2.5 的推导 ,我们有

∇xf(xk(t+1))−∇xg(x(t))=h(∇xE(xk(t+1))−∇xE(xk−1(t+1))/2=h(vk+1(t+1)−vk(t+1))/2,此处 E(x)由式(6)定义.由定理 1.2
的结果,可得迭代公式(13)~(16)在时刻 t 的停止条件为 

h⋅(vk+1(t+1)−vk(t+1))T(xk(t+1)−x(t))+H(xk(t+1)−x(t))>0. 
此时,置 x(t+1)=xk(t+1),我们有 E(x(t+1))<E(x(t)). 

② 在定理 1.1 中 ,我们取 f(x)=Φ*(x),g(x)=xT[v(t)−h∇xE(x(t))/2]−h⋅E(x)/2,其中 E(x)由式(2.2)定义 .此时

f(x)−H(x)/2 为凸函数.由假设当(2−h)⋅K−1+h⋅W 为正定矩阵时,g(x)+H(x)/2 也为凸函数,注意,在 g(x)的表达式

中 ,v(t)−h∇xE(x(t))/2 为常数向量 .由定理 1.1 的结论 ,我们知道 ,迭代公式 (15)收敛 .设 vk(t+1)→v(t+1),则有

vk+1(t+1)−vk(t+1)→0.H(xk(t+1)−x(t))→H(x(t+1)−x(t))>0,从而停止条件(17)在有限步内能达到. □ 
由定理 2.6的结论可知,如果每个神经元的激活函数除去一个平移外都相同,这正是在利用CTHN进行组合

优化问题时常见的情形,这时定理 2.6 中 H(x)=K⋅||x||2,其中 K 为神经激活函数导数的 大值.迭代的停止条件

(17)变为 
K/h+(vk+1(t+1)−vk(t+1))T(xk(t+1)−x(t))/||xk(t+1)−x(t)||2>0, 

这实际上变得非常易于检验.注意,对于某些步长值 h 能够找到满足停止条件的 xk(t+1)的值,但有可能迭代过程

(13)~(16)并不收敛.所以在定理 2.5 和定理 2.6 中①给出的条件更易满足,而②给出的迭代收敛条件更强. 

2.5   标准CTHN模型的梯形方法迭代公式的改进 

由式(5)描述的标准 CTHN 模型对式(11)和式(12)描述的梯形方法,得到公式如下: 
v(t+1)=v(t)−h[v(t)−Wx(t)+v(t+1)−Wx(t+1)]/2, 

x(t+1)=∇vΦ(v(t+1)). 
整理后可得 

v(t+1)=(1−2⋅p)v(t)+p⋅W(x(t)+x(t+1)), 
x(t+1)=∇vΦ(v(t+1)), 

其中 p=h/(2+h).由于它为隐式公式,所以我们一个很自然的想法就是使用如下的迭代公式以替代由式(13)~(16)
给出的迭代过程 
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 v0(t+1)=(1−2⋅p)v(t)+2p⋅Wx(t) (21) 
 x0(t+1)=∇vΦ(v0(t+1)) (22) 
 vk+1(t+1)=(1−2⋅p)v(t)+p⋅W(x(t)+xk(t+1)) (23) 
 xk+1(t+1)=∇vΦ(vk+1(t+1)) (24) 
其中 p=h/(2+h),显然 0<p<1.这个迭代过程理论上需要一直进行到收敛为止.类似于定理 2.6,由式(21)~(24)描述

的迭代过程如何控制迭代次数的问题,我们有如下的结论. 
定理 2.7. 对于由式(5)描述的标准的 CTHN 模型,设神经元 i 的激活函数 )(⋅iϕ 为连续单调非减的一元函数, 

ki = xy
xy ii

yx −
−

≠

)()(sup ϕϕ ,记对角矩阵 K=diag[k1,k2,…,kn]. 

① 对给定离散化时间步长 h,令 H(x)=xTK−1x,在时刻 t,迭代公式(21)~(24)的停止条件为 
 h⋅(xk(t+1)−x(t))TW(xk−1(t+1)−xk(t+1))/2+H(xk(t+1)−x(t))>0 (25) 
此时,置 x(t+1)=xk(t+1),我们有 E(x(t+1))<E(x(t)). 

② 当(2+h)⋅K−1+h⋅W 为正定矩阵时,迭代公式(21)~(24)收敛.此时,式(25)可在有限步内达到. 

证明:① 我们定义 n 元函数为 ,根据矩阵 K 的定义和引理 1.2,∑∫
=

=
n

i

x
i

i ss
1

 

0 
d)()( ϕΦ x KxxT

2
1

−Φ(x)为凸函数,

从而由定理 1.3 的结论可得Φ*(x)− xKx 1

2
1 −T 为凸函数.此时,E(x)=Φ*(x)− WxxT

2
1 .在定理 1.2 中取 

f(x)= (1+
2
h )⋅Φ*(x)− WxxTh

4
,H1(x)= xKx 1)

42
1( −⋅+ Th

− WxxTh
4

, 

g(x)=(1−
2
h )⋅Φ*(x)+ WxxTh

4
, H2(x)= xKx 1)

42
1( −⋅− Th

− WxxTh
4

. 

显然 f(x)−H1(x),g(x)−H2(x)为凸函数.此时 H(x)=xTK−1x=H1(x)−H2(x).根据式(23)并且注意到 p=h/(2+h),当 k>0 时

我们有 

 ∇xf(xk(t+1))=(1+
2
h )⋅vk(t+1)− ⋅

2
h Wxk(t+1) 

 =(1+
2
h )[(1−2p)v(t)+pW(x(t)+xk−1(t+1))]− ⋅

2
h Wxk(t+1) 

 =(1−
2
h )v(t)+

2
h
⋅Wx(t)+ ⋅

2
h W(xk−1(t+1)−xk(t+1)). 

显然,∇xg(x(t))=(1−h/2)v(t)+(h/2)⋅Wx(t),从而∇xf(xk(t+1))−∇xg(x(t))= ⋅
2
h W(xk−1(t+1)−xk(t+1)). 

由定理 1.2 的结果可得,迭代公式(21)~(24)在时刻 t 的停止条件为 
h⋅(xk(t+1)−x(t))TW(xk−1(t+1)−xk(t+1))/2+H(xk(t+1)−x(t))>0. 

此时,置 x(t+1)=xk(t+1)我们有 E(x(t+1))<E(x(t)). 
② 在定理 1.1 中,我们取 f(x)=Φ*(x),g(x)=xT[(1−2p)v(t)+pWx(t)]+p⋅xTWx/2.此时 f(x)−H(x)/2 为凸函数.由假

设,当(2+h)⋅K−1+h⋅W 为正定矩阵时,g(x)+H(x)/2 也为凸函数.注意,在 g(x)的表达式中,[(1−2p)v(t)+pWx(t)]为常数

向量.由定理 1.1 的结论,迭代公式(23)收敛.设 vk(t+1)→v(t+1),则有 vk+1(t+1)−vk(t+1)→0.由于 H(x)为正定二次函

数,H(xk(t+1)−x(t))→H(x(t+1)−x(t))>0,从而停止条件(25)在有限步内一定能达到. □ 
比较定理 2.6 的结果②和定理 2.7 的结果②,可见由式(23)描述的迭代法收敛比由式(15)描述的迭代法收敛

的条件弱.这样从一个侧面说明求解梯形方法的迭代公式(23)确实比式(15)有所改进,从而更易满足. 

3   数值实验 

为了简单说明理论分析的结果,我们对由式(5)描述的标准 CTHN 模型进行了数值实现.神经元数目为 50
个,每个神经元 i 的激活函数ϕi(·)都相同,它们都为简单的 Sigmoid 函数,即ϕi(s)=1/(1+e−s).神经元之间的连接权

值和神经元的自反馈连接权值以及偏置都为[−5,+5]之间均匀分布的随机数.我们对不同的网络权值和偏置进
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行了几次实验,数值实现的结果基本都相似.下面我们给出由其中一组连接权值和偏置给出的数值实现.由于梯

形方法和 Euler 方法的数值实验结果基本相似,限于篇幅,我们仅仅给出利用 Euler 方法的实验结果. 
对于给定的这组连接权值矩阵,我们首先计算出它的 大特征值λmax 和 小特征值λmin.由于神经元激活函

数的选择,这时 K=0.25⋅I.当利用 Euler 方法实现时,根据定理 2.2 的结果,取 h=8/(4−λmin).在本实验中,由于 
λmin =−29.8160,从而得到 h=0.2366.CTHN状态的初值 x(0)=(0.5,0.5,…,0.5)T.当 h=0.2366,图 1和图 2对应于 Euler
的神经元状态和由式(6)描述的网络能量函数二者随时间变化的图形.图 1 所示 h=0.2366 时,Euler 方法得到的

CTHN 状态的神经元输出随时间变化的图形.其中的每一条线表示一个神经元的输出演化轨迹.从图中可以发

现,大约 40 步已经收敛.图 2 是当 h=0.2366 时,Euler 方法得到的能量演化图形.从图 2 中可以看出,能量在 15 步

时变化已经明显缓慢,这是从图 1 可见大部分输出已经收敛.为了便于比较,在图 3 和图 4 中我们给出了当

h=0.0473 利用 Euler 方法的数值实现.图 3 是当 h=0.0473 时,Euler 方法得到的 CTHN 状态的神经元输出随时间

变化的图形,其中每一条线表示一个神经元的输出演化轨迹.从图中可见 ,在 100 步时尚未收敛.图 4 是当

h=0.0473 时,Euler 方法得到的能量演化图形,从图 4 中可以看出,能量在 40 步时变化已经明显缓慢,这时从图 3
可见大部分输出已经收敛.比较图 1 和图 3,我们发现较大的时间步有利于加速网络状态的收敛,由图 2 和图 4
给出的网络能量函数的演化图形也说明了这一点.图 5 给出了在 10 个不同状态初值条件下利用不同离散时间

步长得到的 终网络能量函数图,由图可见,对不同初值,较大步长对应的 终能量较小.从图中还可以看到,对
于所有的初值,较大的离散时间步长都不同程度地提高了优化性能.这里需要特别说明的是,这些结论对梯形方

法也是成立的. 
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在本文中,我们利用凸函数次梯度性质,讨论 CTHN 进行 优化问题求解中利用数值模拟时离散化的时间

步长的选择.推广连续 Hopfield 网络模型,引入了一个广义 CTHN 模型.对于由式(7)和式(8)描述的广义的 CTHN
和由式(5)描述的标准的CTHN,分别详细讨论了Euler方法和梯形方法离散化的时间步长选择条件.对于标准的

CTHN,由定理 2.4得出了精确实现的梯形方法对于任意时间步长都是收敛的,这个结论出人意外.由于梯形方法

为隐式方法,每一时间步我们需要进行迭代求解,这时我们研究了利用迭代求解时停止的条件.从我们的分析可

以看出,标准 CTHN 的离散化方法的时间步长的选取一方面取决于 Hopfield 网络连接矩阵的 小特征值,同时

还取决于网络每个神经元的激活函数的导数的大小 ,与神经元的偏置无关 .这些结论 ,一方面有助于在进行

CTHN 离散化时时间步长的选择,另一方面也有助于我们选择神经元的激活函数.数值实验表明,较大的步长对

应的 终能量较小.因此,我们寻找较大步长应该还是值得的. 
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