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Abstract: In this paper, the convergent conditions in sequence or parallel update mode and the sufficient 
condition with only one global stable state for Hopfield network model with discrete time and continuous states 
when its neurons’ activation function is non-decreasing (not being strictly monotone increasing) are discussed. With 
the definition of a new energy function and the research on the properties of monotonously increasing function, the 
sufficient conditions is presented to converge in parallel or sequential update mode when neuron’s activation 
function is monotonously increasing (not be necessary to strictly increase). After obtained the condition for energy 
function to be convex with respect to the network states variables, it follows that a sufficient condition for network 
to have only one stable point with the minimum energy by regarding the operation of Hopfield network as solving a 
constrained convex optimal problem. When auto-connection weight value of each neuron in network is greater than 
the reciprocal of derivation of its activation function, the network will be convergent in sequence update mode. 
When the minimal eigenvalue of connection weights matrix is greater than the reciprocal of derivation of its neuron 
activation function, the network will be convergent in parallel update mode. If the energy function of network is 
convex, the network will have only one global stable point. These results extend the choice range of activation 
function of neuron when using Hopfield net to solution of optimization problem or to associative memory. 
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摘  要: 主要讨论离散时间连续状态的 Hopfield 网络模型中当神经元的激活函数为单调增函数(不一定严格单调

增)时,并行和串行收敛的充分条件以及具有全局惟一稳定点的充分条件.通过定义新的能量函数和研究单调增函

数(不一定严格单调增)的性质,给出了并行和串行收敛的充分条件.通过研究能量函数成为凸函数的条件,将
Hopfield 网络的运行看作约束凸优化问题求解,从而得出了仅有全局惟一极小点的充分条件.当网络神经元的自反

馈大于该神经元激活函数导数的倒数时,串行运行收敛.当网络连接权值矩阵的最小特征值大于激活函数导数的倒

数时,网络并行收敛.如果网络的能量函数为凸函数,则网络将仅有惟一一个全局稳定点.这些结果在应用 Hopfield 
网络求解优化问题和联想记忆时拓广了神经元激活函数的选择范围. 
关键词: 离散时间连续状态; Hopfield 网络;收敛性;全局惟一极小;约束凸优化问题 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

Hopfield 网络的提出已有 10 多年的历史.Hopfield 网络由于其简单性和代表性已获得了广泛研究和应

用.Hopfield 网络大体上可分为时间连续状态连续(continuous time and continuous state,简称 CTCS)模型、时间

离散状态连续(discrete time and continuous state,简称 DTCS)模型和时间离散状态离散(discrete time and discrete 
state,简称 DTDS)模型三大类.它的应用主要集中于联想记忆和优化计算.在这两个应用中,根本的问题就是网络

运行的收敛性和神经元激活函数的选取.本文主要研究连接权值对称且神经元激活函数单调增的 DTCS 网络

的收敛性和全局极小点的充分条件.当神经元激活函数为严格单调增函数且连续可微时,DTCS 网络的收敛性

已有许多结果[1~4].但是当神经元的激活函数不一定严格单调增(且在一些点导数不存在)时,DTCS 网络运行的

收敛性,还未给予讨论.而许多网络如盒中脑(brain state in box)模型,其神经元的激活函数仅为单调增的,精确地

说,盒中脑模型的神经元激活函数在区间[−1,1]的左右两边分别取常数值,仅在[−1,1]内严格单调增加,这时许多

网络运行的收敛性结果的研究还是相当弱的.这些现状严重阻碍了这些网络的应用以及对神经元激活函数选

取的重视,同时已有的研究还表明,适当地选取神经元的激活函数,可以大大加速网络运行的收敛时间.当 DTCS
模型用于优化计算时,我们希望它收敛于仅有的惟一全局稳定的最小点,这时对于神经元激活函数严格单调增

且连续可微时,应用针对一般动力系统稳定的条件,也得到了部分的结果[1].但这些结果所加条件都非常强而且

难以验证,证明也相当繁琐. 
通过定义新的能量函数,我们研究了网络中神经元的激活函数为单调增函数(不一定严格单调增)时并行和

串行收敛的充分条件.通过研究能量函数成为凸函数的条件,将 Hopfield 网络的运行看作约束凸优化求解,从而

得出了仅有全局惟一极小点的充分条件.这些条件都非常一般且易于验证.对网络权值所加的条件仅仅要求为

对称的;激活函数为连续的单调增函数.很自然,这里所得到的结果是文献[2,3]的结果的自然推广. 
本文第 1 节讨论单调增函数的一些性质.第 2 节给出了新的能量函数的定义,通过它研究了 DTCS 模型运

行的收敛性和具有全局稳定惟一最小点的充分条件.第 3 节是结论. 

1   单调函数的性质研究 

为方便起见,我们首先研究单调函数的一些性质. 
定义 1. 设 f(⋅)为定义在 R 上的任意实值函数,f(⋅)在 x0 的左侧或右侧方向导数定义为 

D−f(x0)= t
xftxf

t

)()(lim
0

−+
−→

, D+f(x0)= t
xftxf

t

)()(lim
0

−+
+→

. 

定义 2. 给定ϕ(⋅)为实数域内的一元函数,其值域定义为 Rϕ={z:z=ϕ(x),x∈R}. 
很明显,当ϕ(x)为连续一元函数时,Rϕ必为 R 的凸区间;特别地,若 Rϕ有界,则必为闭区间. 
引理 1. 设ϕ(⋅)为连续单调增的一元函数,其导数分段存在连续,在任何有限区间仅有有限个不可导点;同时,

假设对任何 x∈R,0≤D+ϕ(x)≤k 和 0≤D−ϕ(x)≤k.对任意的 z=ϕ(x)∈Rϕ,那么 
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− ,则 P(z)为关于 z 的凸函数,其中 z0=ϕ(x(0)). 

证明:1) 对于给定的 z,若存在两个不同的 x1<x2,使得 z=ϕ(x1)=ϕ(x2),由于ϕ(·)为单调增加的函数,所以对

s∈[x1,x2]有ϕ(s)=z.从而我们有 
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由此可见,R(z)的定义和 x 的选择无关. 
2) 首先假设 y<x,由于对任何 s∈R,0≤D+ϕ(s)≤k 和 0≤D−ϕ(s)≤k,并且ϕ(x)连续,那么当 y≤s≤x 时,有 

))()((1 sx
k

sx ϕϕ −≥−   (注意到ϕ(x)连续且分段可微). 

另外,我们假设ϕ(s)在(y,x)内有 n−1 个不可导的点,设为 x1,x2,…,xn−1,同时令 x0=y,xn=x,则有 

 ∑∫
=

+ −
n

i

x

x

i

i
ssx

0

 

 

1 )(d)( ϕ ∑∫
−

=

+ −−≥
1

0

 

 

1 ))()((d))()((1 n

i

x

x

i

i
xssx

k
ϕϕϕϕ 2))()((

2
1 yx
k

ϕϕ −= , (1) 

 

.))()((d)(                             

))((d)())()()((d))()((

0

 

 

1

0

 

 

1

0

 

 

1

1
1

∑∫

∑∫∑∫

=

−

=

−

=

+

+
+

−=

−−−−=−

n

i

x

x i

n

i

x

x

x

x

n

i

x

y

i

i

i

i

i

i

xsssx

sxsysxssys

处连续在利用

在每个区间内导数存在

ϕϕ

ϕϕϕϕϕ
 (2) 

由式(1)和式(2)可得,当 y<x 时结论②成立. 
其次,我们假设 y>x,由于对任何 s∈R,0≤D+ϕ(s)≤k 和 0≤D−ϕ(s)≤k,从而对 x≤s≤y, 
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由式(3)~式(5)可得,当 y>x 时结论②成立.总之,结论②对任意给定的 x,y 都成立. 
3) 对于给定的 z,由于 z=ϕ(x)为单调增函数,我们定义 
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显然有 x−≤x+成立. 
易验证下式成立: 

 D−P(z)=x−−(z−z0)/k≤x+−(z−z0)/k=D+P(z). (6) 
现在我们证明当 z2<z1 时,下列不等式成立: 

 P(z2)≥P(z1)+D−P(z1)(z2−z1). (7) 
设 x1= ,ϕ(xx

zx 1)(
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=ϕ
2)=z2,那么式(7)等价于 
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即等价于 
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同样,我们可以证明当 z2<z1 时,下列不等式成立: 
 P(z1)≥P(z2)+D+P(z2)(z1−z2). (8) 
实际上,设ϕ(x1)=z1,x2= ,那么式(8)等价于 x
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−≥−∫ ϕϕ .这实际上已由②所证明,所以由②的结论,我们证明了式(8). 

欲证 P(z)为关于 z 的凸函数,设 z1∈Rϕ,z2∈Rϕ使得 z2>z1,且令 z3=q1⋅z1+q2⋅z2,其中 q1+q2=1,q1>0,q2>0.显然有

z1<z3<z2,由式(8)可得 
P(z2)≥P(z3)+q1⋅D+P(z3)⋅(z2−z1). 

由式(6)我们有 D+P(z3)≥D−P(z3),从而有 
 P(z2)≥P(z3)+q1⋅D−P(z3)(z2−z1). (9) 

由式(7)可得 
 P(z1)≥P(z3)−q2⋅D−P(z3)⋅(z2−z1). (10) 

由 q2×(9)+q1×(10)可得 
P(z3)≤q1⋅P(z1)+q2⋅P(z2), 

这就意味着 P(z)为凸函数.这样③得到了证明. □ 
很明显,引理 1 的结论是非常强的,它是下面推理的基础. 

2   网络稳定性分析 

本节将假设 DTCS 网络模型的权值矩阵对称,神经元的激活函数满足引理 1 的假设,有下面的主要结果. 
定理 1. 设离散时间连续状态的 Hopfield 网络的状态更新方程为 

 v(t+1)=ϕ(d−Wv(t)), (11) 
其中,权值矩阵 W 对称,神经元 i 的激活函数ϕi(⋅)为连续单调增的一元函数,在任何有限区间内仅有有限个不可

导点,且对任何 x∈R,0≤D+ϕi(x)≤ki 和 0≤D−ϕi(x)≤ki,i=1,2,…,n.令 K=diag(1/k1,1/k2,…,1/kn);若 K−W 的任意 m 阶主子

阵为正定矩阵,则当同时更新的神经元个数不超过 m(包括 m)时,对任意初始值 v(0),该系统将收敛到一个渐进稳

定的平衡点. 
证明:对任意的向量 v∈Rϕ,存在 u 使得 v=ϕ(u),定义能量函数如下: 
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其中 u(0)为任意给定的向量值.由引理 1 的结论①可知能量函数 E(v)的定义和 u 的选择无关,所以上述定义是合

理的.选择 u(0)使得 v(0)=ϕ(u(0)),由能量函数的表达式有 
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其中 根据更新方程,且 W 为对称矩阵,上式变为 ∑
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 =−I1−I2. 
由假设神经元更新个数不超过 m 个,而 K−W 的任意 m 阶主子阵为正定矩阵,从而有 I1≥0,且 I1=0 有∆v(t)=0. 
应用引理的结论②,这样我们得到 I2 的每个分量大于 0,从而 I2≥0.因此能量函数单调减少,且能量函数不变

时,状态也不变.从而网络运行收敛. □ 
定理 2. 设ϕi(⋅)为连续单调增的一元函数 ,且对任何 x∈R,0≤D+ϕi(x)≤ki 和 0≤D−ϕi(x)≤ki,i=1,2,…,n,令

K=diag(1/k1,1/k2,…,1/kn);若 K+W 为正定矩阵,则对于任意给定的 d∈Rn,下列方程组 
 v=ϕ(d−Wv), (12) 
仅有惟一的解. 

证明:用反证法.记ϕi(⋅)=ϕi(⋅)/ki,ϕ(x)=(ϕ1(x1),ϕ2(x2),…,ϕn(xn))T,则由题设对任意两个实数 a,b 有 

 (ϕi(a)−ϕi(b))(a−b)≥(ϕi(a)−ϕi(b))2. (13) 
不妨假设有两个不同的向量 u 和 v 满足方程组(12).令 x=d−Wu,则 

 Ku=ϕ(x), (14) 
且由此有 x−ϕ(x)=d−(K+W)u. 

设 A=K+W,由题设 A 为正定矩阵,从而有 
 x−ϕ(x)=d−Au. (15) 

同理,设 y=d−Wv,则 
 Kv=ϕ(y), (16) 
 y−ϕ(y)=d−Av. (17) 

由式(14)和式(16)可得 
 K−1(ϕ(x)−ϕ(y))=u−v. (18) 

由式(15)和式(17)可得 
 x−y−(ϕ(x)−ϕ(y))=A(v−u). (19) 

在式(18)和式(19)两边分别内积,则有 
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利用式(13)可得 
左边≥0;右边= −(u−v)A(u−v)<0. 

由此导出矛盾.从而定理的结论成立. □ 
结合定理 1 和定理 2 的结论,我们可以得到,当 K+W 和 K−W 同时为正定时,离散时间连续状态的 Hopfield

网络优化下列约束优化问题 
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其中 iiii kvdd /)0(
~

−= ,c 为常数.由假设 W+K 为正定矩阵和引理的结论③我们知道,E(v)为关于 v 为严格凸函数;
又当ϕi 为单调增函数时 Rϕi 为闭凸集,从而仅有惟一极小点.再由题设 K−W 为正定的及定理 1 我们知道,网络运

行收敛于惟一的全局极小点. □ 

3   结  论 

本文在相当弱的假设下得到了激活函数为单调函数时,网络运行的收敛性和网络存在惟一极小点的一个

充分条件.很明显,定理 2 的用途主要是利用 Hopfield 网络模型进行优化计算时应注意的原则.从本文定理的结

论来看,如果利用 Hopfield 网络进行联想记忆,神经元的激活函数的选择也是很重要的.我们下一步的工作就是

针对 Hopfield 模型用作联想记忆的编码问题如何选取具体的神经元激活函数. 
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