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摘　要　文章旨在研究非线性数字滤波器的统一设计框架问题．基于稳健统计理论和双边滤波思想，首先建立了

一种鲁棒的图像复原统一能量泛函．该能量泛函充分融合了双边滤波的双重异性加权机制和稳健ρ函数对边缘奇

异点的鲁棒性处理机制，因而具有更强的边缘保持能力．随后，基于图像复原统一能量泛函的欧拉拉格朗日方程，

导出一种非线性数字滤波器的统一设计框架．特别地，在此统一框架下，双边滤波、数字ＴＶ滤波以及自适应平滑

均可进行相应的扩展．同时，文中系统比较了各种稳健ρ函数在边缘保持方面的鲁棒性，并提出一种新型边缘保持

性稳健ρ函数，即ρ（狓）＝－σ
２（１＋｜狓｜／σ）ｅｘｐ（－｜狓｜／σ）＋σ

２．不论是视觉效果方面还是峰值信噪比方面，大量实验

结果验证了文中统一设计框架的合理性和新型稳健ρ函数的边缘保持性．
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１　引　言

在图像处理领域，图像平滑一直是经久不衰的

重要研究课题［１１６］．它一方面基于实际应用的现实

需求，有效抑制图像获取与传输过程中的各种随机

噪声，在提高图像视觉质量的同时能够为后续处理

任务提供更为精确的细节信息，如图像压缩、边缘检

测、目标识别等；另一方面基于其理论框架的重要意

义，能够为诸多图像处理问题提供统一的理论基础

和实现机制，如图像复原、图像分割、超分辨率重

建等．

高斯低通滤波是一种早为人知的图像平滑过

程．该过程通过高斯核函数加权平均邻域像素灰度

值作为当前像素灰度值，从而在提高图像信息相关

性的同时，增强图像内容的可视性．然而众所周知的

是，高斯滤波在平滑噪声的同时亦模糊了图像中最

重要的视觉特征，即边缘信息．事实上，在提高图像

信息相关性过程中，高斯滤波忽略了图像信息本身

的一个重要特征，即不同性质的区域信息具有不同

强度的相关性：在图像的低对比度区域（光滑区域），

像素间的相关性较强，而在高对比度区域（边缘区

域），相关性则较弱．为此，在过去的２０多年中，研究

者们在边缘保持的自适应图像平滑方面做出了大量

卓有成效的研究工作［１１６］．主要包括基于图像建模

的最小能量泛函方法［１，３，７９］、基于线过程的正则化

方法［９１０］、基于非线性热传导方程的各向异性扩散

方法［１３，６］以及非线性数字滤波器方法［４７，１５］．有意思

的是，基于线过程的正则化方法和基于非线性热传

导方程的各向异性扩散方法均可由基于图像建模的

最小能量泛函方法严格导出［３，８］．然而，非线性数字

滤波器与基于图像建模的最小能量泛函方法之间的

关系却尚未明晰．

非线性数字滤波器凭借其直观、简单、易行的实

现机制，在图像平滑中一直占有重要地位．为了实现

边缘保持的图像平滑，数字滤波器中各邻域像素的权

重选取应该基于空间自适应的准则．为此，研究者们

设计了大量实际可行的图像平滑滤波器［４７，１１１２，１５］．

特别地，１９９８年Ｔｏｍａｓｉ和 Ｍａｎｄｕｃｈｉ
［４］提出的双边

滤波器近年来倍受广大学者的广泛关注［６７，１３］．与传

统滤波器［５，１１］不同的是，双边滤波器同时考虑邻域

像素与中心像素间的几何距离度量和灰度相似性度

量（两种度量均采用高斯核函数），对邻域中距离接

近和灰度相似的像素赋予较大权重，反之则赋予较

小权重．有趣的是，类似思想也曾在文献［１２］中得以

体现，正是这种双重异性加权机制（距离各势异性与

灰度各向异性）保证了双边滤波器边缘保持性的图

像平滑．遗憾的是，虽然国外已经有多篇基于双边滤

波思想的研究报道［６７，１３］，然而目前国内还没有相关

的应用研究．

更为遗憾的是，时至今日，图像平滑滤波器的设

计研究一直处于离散孤立的状态，空间自适应的权

重选取准则亦没有统一的定量标准，各种平滑滤波

器的适用范围一般也仅限于单一随机噪声．因此，图

像平滑滤波器的统一设计框架研究是一个非常重要

的研究课题．在此背景下，２００１年Ｅｌａｄ证明了双边

滤波器是基于双边加权思想的最小二乘能量泛函在

Ｊａｃｏｂｉ算法下的单步迭代格式
［７］．同年，Ｃｈａｎ等

人［５］基于数字ＴＶ模型提出一种数字ＴＶ非线性平

滑滤波器，并证明数字ＴＶ是基于经典ＴＶ模型的

最小能量泛函在半点格式下的等价数值求解格式．

２００２年，Ｂａｒａｓｈ
［６，１４］将双边滤波思想分别引入到自

适应平滑［１５］和各向异性扩散方程，建立了三者之间

的理论联系，同时指出双边滤波器中灰度的高斯核

权重实质上是各向异性扩散方程中的一种特殊扩散

函数．可见，近年来对于图像平滑滤波器的理论研究

逐渐引起广泛重视．然而，数字滤波器的统一设计框

架问题仍然未能得到有效解决，而且上述理论研究

完全基于高斯噪声情形，忽略了其它噪声情形下的

滤波器设计问题．

本文旨在研究非线性数字滤波器的统一设计框

架问题，同时明晰数字滤波器与基于图像建模的最

小能量泛函方法之间的理论联系．基于稳健统计理

论和双边滤波思想，本文首先建立了一种鲁棒的图

像复原统一框架．统一框架充分融合了双边滤波的

双重异性加权机制和稳健ρ函数对边缘奇异点的

鲁棒性处理机制，因而具有更强的边缘保持能力．随

后，基于图像复原统一框架的欧拉拉格朗日方程，

导出一种非线性数字滤波器的统一设计框架．特别

地，在此统一框架下，双边滤波［６］、数字ＴＶ滤波
［７］

以及自适应平滑［２３］均可进行相应的扩展．同时，文

中系统比较了各种稳健ρ函数在边缘保持方面的

掳性，并提出一种新型边缘保持性稳健ρ函数，即

ρ（狓）＝－σ
２（１＋｜狓｜／σ）ｅｘｐ｛－｜狓｜／σ｝＋σ

２．不论是

视觉效果方面还是峰值信噪比（犘犛犖犚）方面，大量

实验结果均显示了本文统一设计框架的合理性和新

型稳健ρ函数的边缘保持性．
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２　基于图结构的图像描述

灰度图像作为二维离散信号，基于图结构的图

像描述非常直观［５］．图犌 是指一个有序的三元组

（Ω，犈，），其中Ω称为结点集（非空），犈称为边集，

称为关联函数，它使犌的每条边对应于犌 的无序结

点对（不必相异）．若犲∈犈，（犲）＝（狓，狔），称边犲连

接结点狓和狔；结点狓和狔称为边犲的端点；若狓＝

狔，边犲称为环．当在边集犈 上定义方向，此时方向

边犲称为弧，图犌称为有向图．当在有向图犌的每

条弧犲上定义权指标狑（犲），则称有向图犌为赋权有

向图．

用赋权有向图结构简单描述灰度图像狌（狓），

狓∈Ω：灰度图像狌定义在非空结点集Ω 上，每个结

点狓处的值为狌（狓）；对每个结点狓∈Ω，可定义相应

的犿阶邻域系统犖狓（犿＝１对应最邻域系统；犿２

对应（１＋２（犿－１））×（１＋２（犿－１））大小的邻域系

统）；对每个结点狓∈Ω，都有一条由结点狔指向结点

狓∈Ω的弧；每条弧上可定义相应的权函数狑狓狔．

３　稳健统计耦合双边滤波的

图像复原统一框架

　为便于叙述，假设图像观测模型中的退化算子
［２４］

为单位矩阵．简化的观测模型为

狌０（狓）＝狌（狓）＋狀（狓），狓∈Ω （１）

其中，狌为原始图像，狌０为噪声污染图像，狀是均值为

０，方差为σ
２的独立同分布高斯噪声，Ω为狌的非空

结点集．

３１　稳健统计理论框架下的图像复原

稳健统计是一种关于统计过程的稳定性理

论［１８］．基本思想是，通过系统研究各种模型扰动如

噪声异常点对统计推断的影响，提出能够同时抑制

噪声异常点和保持数据奇异点的稳健性统计方法．

在各种稳健性统计方法中，其中应用最广泛、理解最

直观的是 Ｍ估计法
［１７］．Ｍ估计法通过稳健ρ函数

取代最大似然估计中的犔２范数，增强估计过程对

异常点的稳健性，从而提高最优解的估计精度．可

见，Ｍ估计法实质上是一种广义最大似然估计．

对于观测模型（１）中的退化图像，往往同时包含

噪声异常点和边缘强影响点．因此，图像复原过程既

要抑制噪声点对最优解的恶化，又要避免噪声点抑

制过程中对边缘信息的破坏．为此，Ｂｌａｃｋ
［８］等人建

立了如下稳健的图像复原框架．

狌＝ａｒｇｍｉｎ
狌
犑１（狌）＝

ａｒｇｍｉｎ
狌 ∑

狓∈Ω
∑
狔∈犖狓

ρ犚（狌狓－狌狔）＋λ∑
狓∈Ω
ρ犇（狌狓－狌

０
狓｛ ｝）

（２）

其中，ρ犚和ρ犇均为稳健ρ函数．在正则化理论中，式

（２）中的前后两项分别为正则化项和数据保真项；λ

为正则化参数，在正则化项和数据保真项之间起均

衡作用；犖狓为犿（犿２）阶邻域系统．

从Ｂａｙｅｓｉａｎ统计的观点看，式（２）是 ＭＲＦ

ＭＡＰ（ＭａｒｋｏｖＲａｎｄｏｍＦｉｅｌｄＭａｘｉｍｕｍＡＰｏｓｔｅｒｉ

ｏｒ）框架的简化形式，因此本质上是基于图像建模的

最小能量泛函方法．式（２）的重要性还在于，线过程

正则化方法和各向异性扩散方法均可以由它严格导

出［３，１２］．

３２　双边滤波耦合的图像复原统一框架

近年来，Ｔｏｍａｓｉ和 Ｍａｎｄｕｃｈｉ
［６］提出的双边滤

波器凭借其双重异性加权的特殊自适应机制倍受广

大学者的广泛关注［６７，１３］．特别是，２００４年Ｆａｒｓｉｕ等

人［１３］通过耦合双边滤波和全变差模型，提出一种用

于超分辨率复原的双边全变差模型，复原结果显示

了该模型的有效性．

受上述工作的启发，本文基于稳健统计理论和

双边滤波思想，建立如下鲁棒的图像复原统一框架：

狌＝ａｒｇｍｉｎ
狌
犑２（狌）＝

ａｒｇｍｉｎ
狌 ∑

狓∈Ω
∑
狔∈犖狓

犱（狓，狔）ρ犚（狌狓－狌狔）＋λ∑
狓∈Ω
ρ犇（狌狓－狌

０
狓｛ ｝）

（３）

其中，ρ犚和ρ犇均为稳健ρ函数；犱（狓，狔）为结点狓和

狔之间的距离度量函数；λ为正则化参数；犖狓为犿

（犿２）阶邻域系统．本文中，犱（狓，狔）取均值为０，方

差为σ
２的修正高斯核函数，记为犱狓狔，具体形式为

犱（狓，狔）＝

ｅｘｐ｛－‖狓－狔‖
２／２σ

２｝， 狔≠狓，狔∈犖狓

ω（０ω１）， 狔＝狓，狔∈犖
烅
烄

烆 狓

　（４）

图１分别给出了方差为１，ω 分别为１，０．５，０时

犱（狓，狔）的二维示意图．

由上可见，图像复原统一框架充分融合了双边

滤波的双重异性加权机制和稳健ρ函数对边缘奇

异点的鲁棒性处理机制，因而具有更强的边缘保持

能力．因此，图像复原统一框架（３）是对Ｂｌａｃｋ
［８］等

人工作的有效推广，并由３．１节知，线过程正则化方

法和各向异性扩散方法均可由此统一框架严格导

３９１期 邵文泽等：一种非线性数字滤波器的统一设计框架及其性能分析
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图１　距离度量函数示意图

出．更重要的是，基于统一框架（３），容易得到扩展的

线过程正则化方法和各向异性非线性扩散方法．

４　非线性数字滤波器的统一设计框架

及分析

４１　数字滤波器统一设计框架的导出

本节基于图像复原统一框架（３），导出非线性数

字滤波器的统一设计框架．根据变分理论，式（３）在

结点狓处的欧拉拉格朗日方程为

犑２（狌）／狌 狓＝０ （５）
即

∑
狔∈犖狓

犱（狓，狔）ρ′犚（狌狓－狌狔）＋λρ′犇（狌狓－狌
０
狓）＝０ （６）

当稳健ρ函数ρ犚和ρ犇均满足ｌｉｍ
狋→０
ρ′（狋）／狋＝犮（＞０）时，

式（６）可改写为

∑
狔∈犖狓

犱（狓，狔）
ρ′犚（狌狓－狌狔）

（狌狓－狌狔）
（狌狓－狌狔）＋

　λ
ρ′犇（狌狓－狌

０
狓）

（狌狓－狌
０
狓）
（狌狓－狌

０
狓）＝０ （７）

对式（７）作简单整理，并且令

犺狓狔＝ρ′犚（狌狓－狌狔）／（狌狓－狌狔） （８ａ）

犺０狓狓＝ρ′犇（狌狓－狌
０
狓）／（狌狓－狌

０
狓） （８ｂ）

狑狑＝λ犺
０
狓狓＋∑

狔∈犖狓

犺狓狔·犱狓狔 （８ｃ）

狑狑狓狔＝（犱狓狔·犺狓狔）／狑狑 （８ｄ）

狑０狓狓＝λ犺
０
狓狓／狑狑 （８ｅ）

从而得到如下基于统一框架的非线性数字滤波器

狌狓＝∑
狔∈犖狓

狑狑狓狔狌狔＋狑
０
狓狓狌

０
狓 （９）

由式（８），（９）知，当ω＝０时，犱（狓，狔）的相应取

法使得每个当前邻域的中心结点灰度值仅由原始图

像中对应当前邻域的中心结点灰度值和前次滤波图

像中当前邻域的邻域结点灰度值决定；前次滤波图

像中当前邻域的中心结点“贡献”为零，从而强化了

滤波过程中对原始图像信息的反馈机制．而事实上，

这种信息反馈机制也是一种特殊形式的自适应

性［７］．当ω≠０时，前次滤波图像中当前邻域的中心

结点“贡献”为ω，信息反馈机制有所减弱．

因此，基于统一框架的非线性数字滤波器具有

如下特性：对于图像低对比度区域中的结点，灰度值

的确定是基于更大邻域的距离各势异性、灰度各向

同性的滤波过程；而对于图像高对比度区域中的结

点，灰度值的确定则是基于更大邻域的双重异性滤

波和图像信息反馈的过程．图２给出了统一框架的

非线性数字滤波器在２阶邻域系统下的赋权有向图

表示．其中，狑狑犻为滤波图像当前邻域中各邻域结点

的双重权重，狑狑０为当前邻域中心结点的权重，狑０

为原始图像当前邻域中心结点的权重．
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图２　基于统一框架的非线性数字滤波器的赋权有向图表示

　　至此，本文导出了一种非线性数字滤波器的统

一设 计 框 架 （ＵｎｉｆｉｅｄＤｅｓｉｇｎｉｎｇＦｒａｍｅｗｏｒｋｆｏｒ

ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｉｇｉｔａｌＦｉｌｔｅｒｓ，ＵＤＦＮＤＦ）：

ＵＤＦＮＤＦ（ρ犚，ρ犇，犱狓狔，犿，λ；（８），（９））（１０）

具体地说，设计非线性数字滤波器必备以下要

素：正则化稳健ρ函数ρ犚，数据保真稳健ρ函数ρ犇，

距离度量函数犱（狓，狔），邻域系统阶犿 以及正则化

参数λ．同时，式（８），（９）提供了基于非线性数字滤

波器的具体平滑步骤．
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４２　稳健ρ函数的选取与设计

在图像处理飞速发展的２０多年中，图像处理学

者从图像处理的角度提出了多种基于各向异性扩散

机制的扩散函数．然而从稳健统计理论的角度看，这

些扩散函数与 Ｍ估计中的稳健ρ函数有着惊人的

相似之处，即对奇噪声异常点和边缘奇异点的鲁棒

性处理机制：单调下降的有界约束．因此，稳健的

Ｍ估计与各向异性扩散的物理机制之间存在着天

然的联系，Ｍ估计中的各种稳健ρ函数均可应用于

图像复原任务；同时，上述扩散函数在不严格意义下

也可视为稳健统计理论中的稳健ρ函数．此时，我

们不得不再次惊异于现代数学理论与实际工程应用

之间碰撞出的科学火花之美妙．Ｂｌａｃｋ
［８］等人曾列举

了各种 Ｍ估计中的稳健函数，然而没有给出各种

函数在图像复原中的具体应用效果．本文附录中对

稳健ρ函数作了进一步扩充，既包括图像处理学者

提出的扩散函数，也包括稳健统计学者提出的稳健

ρ函数．

受稳健ρ函数对边缘奇异点的鲁棒性处理机

制的启发，本文基于拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｉａｎ）核函数在

正半轴上的单调下降性，导出一种新型边缘保持性

稳健ρ函数．令

ρ′（狋）／狋＝ｅｘｐ｛－｜狋｜／σ｝ （１１）

当狋＞０时，对式（１１）两边积分，得

ρ（狋）－ρ（０）＝∫
狋

０
狊ｅｘｐ｛－狊／σ｝ｄ狊 （１２）

进一步化简，得

ρ（狋）＝－σ
２（１＋狋／σ）ｅｘｐ｛－狋／σ｝＋σ

２
＋ρ（０）

（１３）

显然可令ρ（０）＝０，从而

ρ（狋）＝－σ
２（１＋狋／σ）ｅｘｐ｛－狋／σ｝＋σ

２ （１４）

当狋０，令ρ（狋）＝ρ（－狋），从而导出如下新型稳健ρ

函数，记为ρＬａｐｌａｃｅ：

ρＬａｐｌａｃｅ（狋）＝－σ
２（１＋｜狋｜／σ）ｅｘｐ｛－｜狋｜／σ｝＋σ

２

（１５）

４３　稳健ρ函数的稳健性比较

为了分析不同稳健ρ函数对噪声异常点和数

据奇异点的处理能力，Ｈａｍｐｅｌ等人
［１８］提出一种基

于影响函数的稳健性分析方法，并证明影响函数与

稳健ρ函数的导函数成正比例关系．通过导函数在

异常和奇异区域的单调性可初步判定对应稳健ρ

函数的稳健性强弱：导函数单调递增时，稳健性低，

抑制噪声异常点和保持数据奇异点的能力弱；单调

递减时，稳健性高，抑制噪声异常点和保持数据奇异

点的能力强．

纵观附录中的１７个稳健ρ函数（ρ犔α，α∈（１，２］

除外），形状不同，性态各异．然而基于上述稳健性分

析方法，易得到以下初步结论：ρ犔α，α∈（１，２］的导函

数在异常和奇异区域无界且严格单调递增，稳健性

低，边缘保持性弱；ρＦａｉｒ和ρ犎犛的导函数在异常和奇

异区域的极限为有界常数，ρ犔１和ρＨｕｂｅｒ的导函数在异

常和奇异区域有界且常数不变，它们的稳健性均高

于ρ犔α，α∈（１，２］，边缘保持性相对较强；其它稳健ρ

函数的导函数在奇异点区域均有界严格单调下降，

稳健性均高于前两者，最适于边缘保持的图像复原．

４４　统一设计框架的理论联系

（１）广义双边滤波器

２００１年，Ｅｌａｄ通过证明双边滤波器是双边加权

的最小二乘能量泛函在Ｊａｃｏｂｉ算法下的单步迭代

格式［７］，建立了与Ｂａｙｅｓｉａｎ统计下ＭＲＦＭＡＰ框架

之间的理论联系，然而证明过程极其繁琐．本文中，

统一设计框架（１０）的导出事实上给出了一种更为简

洁明了的推导过程．特别地，当式（９）中λ取值为０

且ρ犚和犱（狓，狔）均取高斯核函数时，式（９）便退化为

Ｔｏｍａｓｉ和 Ｍａｎｄｕｃｈｉ的双边滤波器．然而，非常有

意思的是，从稳健统计理论的观点看，双边滤波器中

的高斯核函数本质上来源于稳健ρ函数．事实上，

仿照式（１５）的推导过程可得ρ（狓）＝－σ
２ｅｘｐ｛－狓

２／

２σ
２｝＋σ

２，记为ρＧａｕｓｓｉａｎ．因此，当ρ犚取一般性稳健ρ

函数时，容易得到更为一般的广义双边滤波器．下文

中的实验结果显示，ρＧａｕｓｓｉａｎ不是最理想的边缘保持

函数．事实上，本文提出的ρＬａｐｌａｃｅ比ρＧａｕｓｓｉａｎ具有更强

的边缘保持性．

（２）扩展数字ＴＶ滤波与自适应平滑

２００１年，Ｃｈａｎ等人
［５］基于数字 ＴＶ模型提出

一种数字ＴＶ滤波器．显然基于本文统一设计框架，

容易将其扩展到为双边滤波耦合的数字 ＴＶ滤波

器．另外，当式（９）中ρ犚取犔１范数时，式（９）便退化

为数字ＴＶ滤波器的一种简化形式
［１３］．同样地，基

于本文统一设计框架，容易得到兼具双重异性加权

机制和信息反馈机制的自适应平滑［２３］滤波器．

（３）扩展线过程正则化与各向异性扩散

由３．２节知，基于图像复原统一框架（３），可以

分别导出扩展的线过程正则化方法和各向异性扩散

方法．因此，它们与本文中基于统一设计框架的非线

性数字滤波器实质上是等价的．
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５　实验结果与分析

４．３节从稳健统计理论的角度比较分析了各种

稳健ρ函数的稳健性．本节则基于各种稳健ρ函数

在图像复原中的具体应用效果，从图像处理的角度

比较分析它们在边缘保持方面的鲁棒性．为客观评

价图像平滑的质量，采用如下峰值信噪比（Ｐｅａｋ

ＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＰＳＮＲ）作为度量

犘犛犖犚 ＝１０ｌｏｇ ｛１０ ｍａｘ
犻，犼
狓犻，｛ ｝｛ ｝犼

２／

∑
犻，犼

（狓犻，犼－狔犻，犼）
２／犕×｛ ｝｝犖 　 （１６）

其中，狓是大小为犕×犖 的原始图像，狔为观测图

像或者平滑图像．本文所有计算均在 ＭＡＴＬＡＢ平

台下进行，且参数选取基于犘犛犖犚最大值原则．实

验图像分别取一幅人工图像（图３（ａ））和一幅自然

图像（图３（ｂ）），大小均为１２８×１２８．

通过对图３（ａ）加入方差为１５的零均值高斯噪

声，得到一幅犘犛犖犚 为２４．５５４９的退化图像．分别

基于附录中的１７个稳健ρ函数，利用本文非线性

数字滤波器对退化图像迭代１０次进行平滑，共同参

数值为：邻域系统的阶犿＝３，正则化参数λ＝０，

犱（狓，狔）取修正高斯核函数且σ
２＝１．５，狑＝０．

!"#$

人工图像
!%&$

自然图像

图　３

　　图４分别给出了利用各种稳健ρ函数迭代１０

次的犘犛犖犚变化曲线（横坐标表示迭代次数，纵坐

标表示犘犛犖犚值）．对各稳健ρ函数１０次迭代中最

大的５个犘犛犖犚求平均值．图５给出了１７个平均

值的大小比较示意图．表１列出了对应各稳健ρ函

数的犘犛犖犚 平均值以及最大犘犛犖犚 值．根据图像

平滑的视觉效果、最大犘犛犖犚 值以及犘犛犖犚 平均

值，１７个稳健ρ函数的边缘保持性由强至弱的大致

排序为１４，１５，８，９，２，１；７，１０，１２，３，１１，１３，１６，４；５，

１７，６．按照该顺序，图６给出了基于各稳健ρ函数

的对应最大犘犛犖犚 值的平滑图像和具体参数值．由

最大犘犛犖犚值和滤波过程的视觉效果知，对于强边

缘图像，函数１４，１５，８，９，２，１的边缘保持性明显强

于其它稳健ρ函数．

　　通过对图３（ｂ）对加入方差为１５的零均值高斯
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图４　犘犛犖犚变化曲线

表１　图３（犪）实验所对应的各稳健ρ函数的犘犛犖犚平均值以及最大犘犛犖犚值

序号 最大值 平均值 序号 最大值 平均值 序号 最大值 平均值

１４ ４５．４３５３ ４４．６５１０ ７ ３８．２０４４ ３７．６４６１ １６ ３３．０９９１ ３３．０７９６

１５ ４５．３９５１ ４４．６２７６ １０ ３７．７６２７ ３６．８６１６ ４ ３３．１１０９ ３３．０７７９

８ ４５．３４３９ ４４．５６１４ １２ ３７．８２０４ ３６．８４７９ ５ ３１．０６８７ ２９．４５３２

９ ４５．０９０１ ４４．３４８７ ３ ３７．０６８２ ３６．７５８３ １７ ２９．５２０９ ２５．８１８５

２ ４４．７６３２ ４３．９００１ １１ ３６．１７４１ ３５．９４７９ ６ ２６．２５７１ ２４．８６９６

１ ４３．７８５２ ４３．４２５９ １３ ３６．０５５４ ３５．７９９３ ０ ２４．５５４９

注．序号０对应噪声图像的犘犛犖犚值．

６９ 计　　算　　机　　学　　报 ２００７年
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图５　犘犛犖犚平均值大小比较示意图（由大至小排序为１４，

１５，８，９，２，１；７，１０，１２，３，１１，１３，１６，４；５，６，１７）

图６　对应各稳健ρ函数的平滑图像（从左至右从上到下

依次对应１４，１５，８９，２，１，７，１０，１２，３，１１，１３，１６，４，

５，１７，６及噪声图像）和具体参数值（１４：犪＝５０，犫＝

６０，狉＝７０；１５：犮＝１，犱＝４１犈＋３，θ＝１；８：σ＝７０；９：

σ＝５０；２：σ＝２０；１：σ＝４０；７：σ＝２０；３：犽＝５；１３：σ＝１；

５：α＝１．５；１７：β＝７０!２）

噪声，得到一幅犘犛犖犚 为２３．４５６５的退化图像．分

别基于附录中的１７个稳健ρ函数，利用本文非线

性数字滤波器对退化图像迭代１０次进行平滑，共同

参数值为：邻域系统的阶犿＝３，正则化参数λ＝０，

犱（狓，狔）取修正高斯核函数且σ
２＝１．５，狑＝０．
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图７　犘犛犖犚变化曲线

图７分别给出了利用各稳健ρ函数迭代１０次的

犘犛犖犚变化曲线（横坐标表示迭代次数（犻狋犲犿），纵坐

标表示犘犛犖犚值）．对各稳健函数１０次迭代中最大

的５个犘犛犖犚求平均值．图８给出了这１７个平均值

的大小比较示意图．表２列出了对应各稳健ρ函数的

犘犛犖犚平均值以及最大犘犛犖犚值．根据图像平滑的

视觉效果、最大犘犛犖犚值以及犘犛犖犚平均值，１７个

稳健ρ函数的边缘保持性由强至弱的大致排序为

１０，１２，７，２，３；１３，１，１６，４，９，１５，８，１４；５，６，１１，１７．按

照该顺序，图９给出了基于各稳健ρ函数的对应最大

犘犛犖犚值的平滑图像和具体参数值．由最大犘犛犖犚

值和滤波过程的视觉效果知，对于自然图像，函数１０，

１２，７，２，３边缘保持性稍强于其它稳健ρ函数．

７９１期 邵文泽等：一种非线性数字滤波器的统一设计框架及其性能分析
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图８　犘犛犖犚平均值大小比较示意图（由大至小排序为

１０，１２，７，２，３；１３，１，１６，４，９，１５，８，１４；５，６，１１，１７）

图９　对应各稳健ρ函数的平滑图像（从左至右从上到下

依次对应１０，１２，７，２，３，１３，１，１６，４，９，１５，８，１４，１１，

５，１７，６及噪声图像）和具体参数值（７：σ＝７；２：σ＝

２０；３：犽＝４；１３：σ＝１；１：σ＝３０；９：σ＝４５；１５：犮＝１，

犱＝２１犈＋３，θ＝１；８：σ＝６５；１４：犪＝２０，犫＝３０，狉＝

４０；５：α＝１．５；１７：β＝６０!２）

表２　图３（犫）所对应的各稳健ρ函数的

犘犛犖犚平均值以及最大犘犛犖犚值

序号 最大值 平均值

１０ ２９．６３５１ ２９．４０５４

１２ ２９．６２２９ ２９．３９５７

７ ２９．８５８７ ２９．２５０３

２ ３０．００５４ ２８．８１６４

３ ２９．５２８５ ２８．７９０６

１３ ２８．８８５９ ２８．３４７２

１ ２９．５５６０ ２８．１７６６

１６ ２８．２５６９ ２８．１６３２

４ ２８．２５６９ ２８．１６０４

９ ２９．６６４７ ２８．０７６６

１５ ２９．６２８２ ２７．９３２２

８ ２９．９７２０ ２７．７４７５

１４ ２９．２７９４ ２７．７２９８

１１ ２７．６１５４ ２６．８３７９

５ ２８．３８７４ ２６．５９９５

１７ ２８．０３１３ ２４．８３３４

６ ２５．９０１２ ２３．９３２８

０ ２３．４５９６

注．序号０对应噪声图像的犘犛犖犚值．

由上述两组实验结果知，本文的稳健ρ函数

ρＬａｐｌａｃｉａｎ在强边缘图像和自然图像平滑中都显示了鲁

棒性较强的边缘保持能力．为了得到相对公正的边

缘保持性比较，对表１和表２中对应各稳健ρ函数的

两组犘犛犖犚平均值再对应求平均值（见表３）．同时，

图１０给出了这１７个平均值的大小比较示意图．从

而，各稳健ρ函数边缘保持性由强至弱的最终排序为

２，１５，９，１４，８，１；７，１０，１２，３，１３，１１，１６，４；５，１７，６．

表３　两组图像对应各稳健ρ函数的犘犛犖犚平均值

序号 平均值 序号 平均值 序号 平均值

２ ３６．３５８２ ７ ３３．４４８２ １６ ３０．６２１４

１５ ３６．２７９９ １０ ３３．１３３５ ４ ３０．６１９２

９ ３６．２１２７ １２ ３３．１２１８ ５ ２８．０２６４

１４ ３６．１９０４ ３ ３２．７７４５ １７ ２５．３２５９

８ ３６．１５４４ １３ ３２．０７３３ ６ ２４．４０１２

１ ３５．８０１３ １１ ３１．３９２９
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图１０　犘犛犖犚平均值大小比较示意图（由大至小排序为２，

１５，９，１４，８，１；７，１０，１２，３，１３，１１，１６，４；５，１７，６）
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图 １１ 分 别 利 用 ρＬａｐｌａｃｉａｎ，ρＬｅｃｌｅｒｃ，ρＴｕｋｅｙ，ρＧａｕｓｓｉａｎ，

ρＬｏｒｅｎｔｚｉａｎ，ρＨＳ迭代２，６，１０次的平滑图像

根据上述实验及最终排序结果知，函数ρＬａｐｌａｃｉａｎ
是本文非线性数字滤波器较为理想的ρ函数选择．

一方面，该函数具有鲁棒的边缘保持性，可与著名稳

健统计学家 Ｔｕｋｅｙ和 Ｈａｍｐｅｌ等人提出的稳健函

数ρＴｕｋｅｙ，ρＨａｍｐｅｌ相媲美，甚至优于 Ｈｕｂｅｒ提出的

ρＨｕｂｅｒ．在自然图像平滑中，表２显示了ρＬａｐｌａｃｉａｎ略高一

筹的 性 能：两 次 迭 代 即 达 到 最 大 犘犛犖犚 值

（３０．００５４），且为各稳健ρ函数之最；同时在１０次

滤波过程中，图像中的边缘特征始终得到较好保持．

另一方面，实验结果显示ρＬａｐｌａｃｉａｎ，ρＭＦＴ，ρＬｅｃｌｅｒｃ，ρＨａｍｐｅｌ，

ρＴｕｋｅｙ等稳健ρ函数同样比ρＧａｕｓｓｉａｎ具有更强的边缘保

持性．因此，本文在提出非线性数字滤波器统一设计

框架的同时，也对双边滤波器进行了极为有效的推

广．另外值得一提的是，相对于ρＴｕｋｅｙ，ρＨａｍｐｅｌ，ρＭＦＴ等

经典稳健ρ函数，本文ρＬａｐｌａｃｉａｎ的设计直观明了，形

式简洁，参数单一，因此尤为值得进一步深入研究和

推广应用．

一个有意思的现象是：从基于影响函数的稳健

性分析方法可知，函数ρＴｒｕｎｃａｔｅｄ的稳健性较高；然而

从图像复原的实际效果来看，该函数的边缘保持能

力却差强人意．究其原因，ρＴｒｕｎｃａｔｅｄ的影响函数不存在

过渡区域，“恶意截断”导致边缘影响点与部分噪声

异常点相混淆．

综上所述，非线性数字滤波器统一设计框架中

正则化函数ρ犚的选择可以基于以下排序的稳健ρ

函 数：ρＬａｐｌａｃｉａｎ，ρＭＦＴ，ρＬｅｃｌｅｒｃ，ρＨａｍｐｅｌ，ρＴｕｋｅｙ，ρＧａｕｓｓｉａｎ，

ρＬｏｒｅｎｔｚｉａｎ，ρＨＳ，ρＧＲ１，ρＨｕｂｅｒ，ρＬｉ，ρＧＭ，ρＬ１．本文建议采用

ρＬａｐｌａｃｉａｎ，ρＬｅｃｌｅｒｃ，ρＴｕｋｅｙ，ρＧａｕｓｓｉａｎ，ρＬｏｒｅｎｔｚｉａｎ，ρＨＳ．一方面在于

它们较为鲁棒的边缘保持能力，另一方面在于它们

简洁明了的形式和较少的参数．图１１中的各行分别

给出了第二组实验中利用ρＬａｐｌａｃｉａｎ，ρＬｅｃｌｅｒｃ，ρＴｕｋｅｙ，

ρＧａｕｓｓｉａｎ，ρＬｏｒｅｎｔｚｉａｎ，ρＨＳ迭代２，６，１０次的平滑图像．

６　结　语

本文旨在研究非线性数字滤波器的统一设计框

架问题，同时明晰了数字滤波器与基于图像建模的

最小能量泛函方法之间的理论联系．基于稳健统计

理论和双边滤波思想，本文首先建立了一种鲁棒的

图像复原统一能量泛函．该能量泛函充分融合了双

边滤波的双重异性加权机制和稳健ρ函数对边缘

奇异点的鲁棒性处理机制，因而具备更强的边缘保

持能力．随后，基于图像复原统一框架的欧拉拉格

朗日方程，导出一种非线性数字滤波器的统一设计

框架．特别地，在此统一框架下，双边滤波
［６］、数字

ＴＶ滤波
［７］以及自适应平滑［２３］均可进行相应的扩

展．同时，文中系统比较了各种稳健ρ函数在边缘

保持方面的掳性，并提出一种新型边缘保持性稳健

ρ函数，即ρ（狓）＝－σ
２（１＋｜狓｜／σ）ｅｘｐ｛－｜狓｜／σ｝＋

σ
２．不论是视觉效果方面还是峰值信噪比（犘犛犖犚）

方面，大量实验结果均显示了本文统一设计框架的

合理性和新型稳健ρ函数的边缘保持性．

注意到，文中未考虑数据保真稳健ρ函数ρ犇的

选取问题．事实上，基于 ＭＲＦＭＡＰ框架，当噪声类

型为高斯噪声情形时，ρ犇选取为Ｌ２范数度量较为

合理，对应正态概率分布；而当噪声类型为椒盐噪声

情形时，ρ犇选取稳健ρ函数较为合理，如ρＬａｐｌａｃｉａｎ，

ρＬｅｃｌｅｒｃ，ρＴｕｋｅｙ，ρＧａｕｓｓｉａｎ，ρＬｏｒｅｎｔｚｉａｎ，ρＨＳ，ρＬ１，对应广义正态

概率分布．由于篇幅有限，椒盐噪声情形以及混合噪
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声情形的图像平滑将另文讨论．
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序号 函数名 表达式 函数示意图 导函数示意图 函数凹凸性 参考文献

１ ρＧａｕｓｓｉａｎ ρ（狓）＝－σ
２ｅｘｐ｛－狓２／２σ２｝＋σ２ 凹性 本文
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２（１＋｜狓｜／σ）ｅｘｐ｛｜狓｜／σ｝＋σ２ 凹性 本文

３ ρＨｕｂｅｒ ρ（狓）＝
狓２， 狓犽

犽｜狓｜－犽２／２， 狓＞
｛

犽
凸性 文献［８，１７］

４ ρＬ１ ρ（狓）＝｜狓｜ 凸性 文献［８，１７］

５ ρＬα ρ（狓）＝狓
α，α∈（１，２） 凸性 文献［８，１７］

６ ρＬ２ ρ（狓）＝狓
２ 凸性 文献［８，１７］
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３σ６
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１／３， ｜狓｜

烅
烄

烆 σ

凹性 文献［８］
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β

凹性 文献［１８］
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